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第 一 章 ”线性 代数 的 一 些 内 容 


， 这 一 章 主 要 列举 多 重 线性 代数 中 要 用 到 的 一 些 线性 代数 
结论 ， 以 便于 读者 查阅 ， 叙述 力求 简明 扼要 但 也 保持 一 定 的 
系统 性 .对 线性 代数 比较 熟悉 的 读者 可 从 本 章 最 后 一 节 开 始 
阅读 . 


S1 线性 扩张 


如 无 特别 说 明 ， 以 后 所 说 的 向 量 空间 都 是 复数 域 C 上 的 
有 限 维 向 量 空间 ( 维 数 宇 1)， 而 CG 可 看 作 是 自身 上 的 13EN 
E HI. 

复数 域 C 上 所 有 1) n PUEPEHLRUAEIO n 维 向 量 空间 
Mw， 它 的 一 组 最 简单 的 基 是 ”个 行 向 量 

(1,0,.,0),. ,C0,.….…,0,1). 

这 组 基 称 为 Mu, 的 自然 基 ， 类 似 地 M, 也 有 相应 的 mn 个 列 
向 其 组 成 它 的 自然 基 , 

所 有 m fi n WEAR mn 维 向 量 空 OM, (C4 mn 
时 简写 为 M,), 它 的 自然 基 为 Ei i1, ,m, j=l, sn, 
Ej 是 (i, 门 位 置 元 素 为 1 其余 元 素 为 0 的 mn 行列 矩阵. 

HRA VY SRS EW 的 所 有 线性 映射 的 集合 记 
为 ZKF 丈 )， 它 本 身 当 然 也 是 个 向 量 空间 ， 其 运算 是 ， 对 于 
S,TELV,W), 


(S+aT )u- Sv - av, WA VEV, acc. 
XPPTCLO,W), T 的 值 域 (也 叫 像 ) 定义 为 Ia7 = 


' (Tv|e€V). ImT 是 WW 的 一 个 子 空间 ， 其 维 数 称 为 的 


fk, WE p(T)==dim(ImT)， 也 常 写 成 rank(T). 

类 似 地 KerT ={vEV |Tv=0} 是 六 的 子 空间 ， 称 为 了 
的 核 〈 或 核 空间 ). | 

WETEELVW), WRRESELW,V), 使 得 TS 
—I», ST-I, (Iw,Iy SHEW AV ESR) Jul 
TETAN., AD RIE, THMAR MI HE—W, Xt 
HEA S 通常 写 为 了 一 . 

xeu ug T € LO WO), 则 称 向 量 空间 VY 与 向 量 空 
WW 是 同 构 的 ， 可 逆 的 线性 映射 了 ba. 

Man 中 的 矩阵 4 也 可 看 作 是 线性 映射 ， 即 4ELCM,,,， 
Mna), AIBA AWK, AW AMES AR. 

定理 1.1 设 e,,…,e, 2VN—-HE, S,TCLV,Y), 
Xi Se,;-Te,,i-1,-,n, W S=T. 


证 对 任意 的 vEV， 由 v= ja, 有 


Sv= S'a,Se,7 S'aTe,-Tv. | | 
fo} f 一 上 


定理 1.2〈 线 性 扩张 ) 设 e,,…,e, 是 向 量 空 间 V 的 任 一 
HH, wW, BME AW 的 任意 # 个 向 量 ， 旭 存在 唯 
KREK Bt T € LV ,W) (8 S8 Te, = wi, i—1,,n. 这 
总 是 说 ， 要 确定 一 个 线性 映射 只 需 在 六 的 一 组 基 上 给 定 值 
Wal, 《然后 可 以 利用 线性 扩张 到 整个 三 I 


2 


证 对 任意 的 v=) ae; EV, 定义 Tv= > aw,, 因 
121 i 二 1 
a, 由 唯一 确定 ， 故 映射 了 :7 一 丈 是 定义 好 了 的 ， 设 4 一 
Se, acCG, W vtau= Y (ai abes, FEÆT(v+au) 
1=1 fot 


= > (a; +ab;)w;= 5 aw, +a X biw, =Tv+aT u, XA 
+ 一 1 1-1 f=} 


T BREW. REN BR ATC uw, i=l, n, T 的 
唯一 性 由 定理 1.1 直 接 表明 ，, l 
关于 线性 映射 的 秩 ， 下 面 的 结论 将 多 次 用 到 .. 
” 定理 1.3 设 TEL(CV,V), dimV =n, 则 o(T)—& 的 
充 要 条 件 是 存在 亚 的 基 Un Vass yo 使 os 
REF XII Tv = = To, = 0, 
证 BE o(T)—R, MAlmT 中 存在 & 个 向 量 的 基 ， 
RWE Tvs Tu Wou: 是 及 er7 的 任 一 组 基 ， 
E= {U ,Vt 则 对 任意 的 vEV 就 有 


Tu= >)ciTu， (B TvclmT), 
£21 


k 
于 是 r(o- 5 c,v:)=0, 
. SH 
即 v— Sev, € KerT, 
. f= 
k t 
[4 v— >) C;U,; = dus, 
io] i=l 


这 说 明 任 意 v 可 用 EE 的 向 量 线性 表示 ， 


k t 
RBA Dyaivit 25-0, 
i=] 1-1 


PAE T 得 Yaro,-0, 
+=] 


故 ai=0,， 1 一 1 …,R， 代 入 上 式 又 得 六 =0，7=1 0, X 
WHA E 的 向 量 是 线性 无 关 的 ， 因 而 已 是 大 的 基 ， 于 是 xz， 
tss 就 是 所 求 的 Veriset sUn. 一 

反之 由 To =…=Tuw=0 知 对 任意 的 vwE 斑 ，7o 可 用 
线性 无 关 的 To,,… Tu 线性 表示 ， 因 而 p(T)=k. | 

从 定理 1.3 的 证 明 中 立即 得 到 下 面 的 结论 . 

定理 1.4 UE TCL(V,W), Wj 


dimV =dim(Im7)+dim(KerT ). I 
练习 1 


1. iE TCL(,W), EM o(T)<min{dimV ,dimW). 

2. XE TCL(V, U), SCL(U, W), Œ o(ST)« 
min{e(T),e(S)}. 《这 里 S 5S T WRRSTELV,W)) 

3. i&TCL(V,W), ENT 的 逆 若 存在 则 是 唯一 的 ， 
又 了 为 可 道 的 充 要 条 件 是 p(T)= dimV = dimW. 

4. 证 明 由 定理 1.2 线性 扩张 所 唯一 确定 的 线性 映射 了- 
为 可 逆 的 充 要 条 件 是 w, w, 为 WV 的 一 组 基 . 

5. 证 明 向 量 空间 大 SW 同 构 的 充 要 条 件 Æ diny = 
dim. i^ E 

6. 车 TEL(V,U), SCLQU,W) MM, iE BIST 
AuXB(ST)?-T-^S^. BAT) =T. 


如 


7. 由 练习 1.3 知 矩 阵 中 只 有 方 阵 才 有 道 可 言 ， 证 明 方 


阵 4 可 淡 的 充 要 条 件 是 4 的 列 向 量 线性 无 关 . 


8. HA, BEM, H AB=/, CARAT), W H BA= 
In. 

9. 设 五 ={te ye 证 乒 的 一 组 d, A-(a;)€M, 
MMAR, Fej= Mase, j71,-,n, WH E’ =(e, 


t=] 


ssn} 3E V By 2838. 


$2 线性 映射 的 矩阵 表示 


HTELV,W), V WI AT FE = [erg sea}. 
W 的 一 组 有 序 基 为 已 = (六 jj， 由 TerE 玉 就 有 


Te;= Saif; j=1,.,n, 
t=1 


我 们 称 A— (a4) CM ma 为 线性 映射 了 关于 有 序 基 五 SHF 
PWR, WE 
[T3£— 4. 

由 定理 1.1 知 ， 若 LSIE-IT]E WU S-—T, 故 在 基因 定之 
F, LOW) 的 线性 映射 与 M ma 中 的 矩阵 是 一 一 对 应 的 . 
一 般 说 ， 映 射 较 抽象 便于 理论 推导 而 矩阵 较 具体 便于 实际 计 
算 ， 故 由 上 面 的 对 应 关系 ， 有 些 线 件 映 射 问题 就 可 化 为 甜 阵 
来 计算 而 有 些 和 矩阵 问 题 则 可 化 为 线性 映射 来 处 理 ， 这 种 互 棚 


转换 无 论 在 理论 上 或 实际 上 都 是 很 有 用 的 ， 下 面 我 们 进一步 
讨论 这 种 关系 . 


li Bee hy P 的 向 量 o ATR ESE EH] COB) 
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SEBS V HARE, HHvCL(C,V). FC ny 3E X 
Al, V 的 有 序 基 为 E={erss@a}, H 


vis Mae, 

WA l= assan) € Mu, IGA l. V XT E ff 
MCR AN ER I) v 关于 基 E 的 坐标 . s 

定理 2.1 it E={e.,-+,e,.}5 FH({fisersfmisG= ns 
… ,91} SHAY, WU 的 有 序 基 ,又 设 TELCV,W)， 
SELW,U), W 

[STIZ=CSIECTIE, 
特别 地 
[To]? =[Tlilv]?, WveV. 
证 假定 Te; X ajf: j=l, ,1 Sfi= Ñ bruge 
t=] k=] 

i-l,:,m, Bp [T ]1£- A, [S]$— B, 那么 

STe= 3 aS f= S (S buas a= BAG 

i=] k=] i=) k=] 

由 定义 就 得 [LS7]8=DB4=[S] 红 人 | 

LUV ,V) 中 的 线性 映射 也 称 为 线性 算 子 (或 叫 玉 的 自 同 
A) HF S,T € LO ,V), BHAA MW RCLCO ,V) tk 
$$ S-—-R'"CTR, WE S HUTT, BHT A 过 相似 变换 成 
AS, NEST. 对 于 n 阶 方 阵 也 有 同样 名 称 . 

容易 看 到 相似 是 一 个 等 价 关系 ， 即 它 具 有 反 身 NE: TY 
T, WES HE S~T WTS, 传递 性 ,车 S~T，T~ 厅 
WS-—H. X484 X IR LO ,V) 分 为 一 些 不 相交 的 等 
fis. - l 


下 面 是 线性 算 子 了 在 不 同 基 下 的 矩阵 ( 方 阵 ) 表示 的 

定理 2.2 RTELIVV), ESE! 是 n 维 向 量 空 间 
的 两 组 基 ， 则 [TIE 5 UT 15 是 相似 方 阵 ， 反 之 任意 两 个 相 
似 方 阵 都 可 看 作 是 同一 算 子 了 在 不 同 基 下 的 矩阵 表示 . 

证 设 了 是 斑 上 的 恒 等 算 子 ， 用 定理 2.1 得 

[7 多 [7 多 = UTE T, CARTE) 
UJE BOW AJEE BE HMMA, Wu LIE=P, 
LI P^. FE 
[T] S UTI)E - UD)? ET HU] 9 POL EP. 

反之 设 4, 刀 是 两 个 相似 方 阵 ， 即 B—RT AR. RE 
是 严 的 任 一 有 序 基 ， 由 线性 扩张 定理 ， 方 Am 一 确定 一 
线性 算 子 了 使 ITIE=A. RR 1.9, Wt ay RE 
it E' (E CI)E -R, TE 

[T= CIE (TUE, - R^ AR - B. | 

由 此 定理 可 以 看 到 ， 任 一 相似 方 阵 类 都 可 看 作 是 由 同一 
线性 算 子 了 引起 的 。 因 此 我 们 可 以 用 相似 方 阵 的 共有 性质 
来 定义 算 子 的 相应 性 质 ， 例 如 因为 相似 方 阵 的 迹 相同 ， 故 我 
们 就 可 以 定义 算 子 7 的 迹 为 其 任 一 有 序 基 下 的 矩阵 表示 的 
迹 〈 对 角 线 元 素 之 和 )， 同 样 的 情况 适用 于 方 阵 与 算 T 的 特 
征 值 和 行列 式 . 

完全 类 似 ， 任 一 相似 算 子 类 也 可 看 作 是 由 同一 48 PEU 
起 . | 


-练习 2 
1. WE, FRWAV,W 的 有 序 基 ， 证 明 


(S+aT]E=(S]EtalIT]2, VS,TELVW),acCs 
[v+au]’=[v]*+a[u]*, Vv,u CV ,ac C. 

2. itdim/-n, dimW =m, SH XE V MW he 
组 基 ， 对 于 LV W) 中 每 一 线性 映射 ， 令 它 关 于 所 取 定 的 
基 的 矩阵 与 之 对 应 证明， 这 是 从 向 量 空间 LW) 到 向 
HEE M ma 的 同 构 映射 . 

3. 证明 dimL(V,W)-dimV-dimWW. 

4. BRE, FANAV, WHERE, ATECLVW) 
是 可 逆 的 ， 证 明 [了 一 了 一 ([7 IE)". 

5. WHBILURIBEE CE ELM iMm) B ZEE Bi 
射 ， 那 么 它 关 于 M. 5 Man 的 自然 基 的 矩阵 表示 就 是 4 本 
H. 

6. JB E,F24BEV,W I8 m3,TCcLQ Ww), 
[T]2—A, WEB] o(T )=p(A). 


§3 西 空间 


向 量 空间 丰 上 的 二 元 复 值 盘 数 (v，0) 若 满足 下 面 三 个 条 
fF. 
Ci) Cou -(u,), Vv,u€V, 
(ii) (vctaw,u)-(v,u)-a(w,u), Vv,w,uCV, 
acC; 
Gii) (v,v)>0, WVOzvCcV, f 
则 称 这 个 函数 (, ) 为 血 量 空间 TV LAR. 定义 了 内 积 的 向 
量 空 间 称 为 内 积 空间 ， 复 内 积 空间 也 称 为 本 空间 . 
lvl A (vv) 称 为 向 量 v 的 范 数 . 若 jvi=1 则 称 v 为 
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单位 向 量 . 
di(v,u)-—0, MEK o 5 u 是正 交 的 ， 写 成 "上 Lv， 
n HE PE AS TAY Te] Bt ei, ,es 称 为 规格 化 正 交 基 ， 如 果 它 
们 满足 
(e;,¢;,)=6;;, 1<i,j<n, 
1, 4a=£8 bt 
其 中 $m, X ast. 
定理 3.1 (Cauchy-Schwarz PRA EV BASH, 
v,uCV, ii 
[Cou To lull 
CST Mor 4 BIACRS v 与 4 是 线性 相关 的 . 
© 证 当 v=0 时 ， Be RM XL. 若 v#0, Sw=a- 


Cialo, M (w,0) 一 0， 于 是 


«Qu uw) e Cu, u)= (iu) osu) 
[Co,u)l* 
loll? 
上 式 等 号 成 立 当 且 仅 当世 =0 即 4 与 "线性 相关 ，. l 
定理 3.2 《三 角 不 等 式 ) RV EBSA, W 
lotus lol lul, ower. 
证 lotul’ =(v+u,v+u)=(v,v)+(v,u) 
+(v,u)+(u,u) 

<(v,v)+2|(v,u)|+(u,u) 
|v)? + 2lie [ul] + liuil? 
— ivl + fjal). : | 


= 一 


定理 3.3 设 e,,…,e, EAZA V R 规格 化 正 交 基 ， 则 | 
MEH vu eV A 


v= 2 (een 


(o) Yos eXCei su). 
r=] 


证 AA v= Faes, 故 (v, e) m ( Sene)" 
jm] i=l 


n 
J abua i=l pen. I 


j=l ; 
定理 3.4 (Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 ) Bopen 
西 空间 V 的 任 一 组 基 ， 则 能 求 得 规格 化 正 交 基 e1,…,e, 使 
得 


Leiste s ER = (01,7 Vary k=l, n, 


其 中 (01, UR? 表示 由 Ul UR 生成 (或 mi 张 成 ) 的 子 空 - 


lH. 
v ba 一 (vsyei)e 
A = 1 一 2 Us, €, 7€1 2. 
证 $9 egg = To onedel 


Un— (Une Or — (Vrs Cas enn 


€ On (Unse, 1 — 7 — (Ung Eni Eni’? 
容易 验证 e,,…，e 即 为 所 求 的 规格 化 正 交 基 . | 
对 于 向 量 空间 Mr， BE x-(a,7)', 3 一 (by 
0 六 EM 和 定义 l 


" (x,y)= Sab, , 
1-1 


很 明显 这 是 Ma 的 一 个 内 积 且 这 个 内 积 使 M,.: 的 自然 基 成 ， 
为 规格 化 正 交 基 ， 故 我 们 称 这 个 内 积 为 M。 的 自然 内 积 . 


类似 地 Mae 也 有 了 唯一 的 一 个 以 Ei 为 规格 化 正 交 基 的 
;自然 内 积 、 (看 练习 3.4 和 3.6) 
- 


练习 3 
1. a 是 西 空间 VV 的 基 ， vEȚ, 证 明 


(v,e)=0, i=1, neev=0. 
一 2， 设 wpn A yy? ptm 是 西 空间 VV 的 两 组 向 量 且 
满足 
; (v;,,uj)-6,;,  1<i,j<m, 


证 明 这 两 组 向 量 分 别 是 线性 无 关 的 ， 
3. ite, t, On 是 丁 空 ss 间 玉 的 规格 化 正 交 基 且 v= 


Baers u= Xe 证 明 (v,w) = ob. 


4. 证 明 一 个 内 积 由 一 组 规格 化 正 交 基 守 全 确定 ， 即 车 
广 上 的 两 个 内 积 (,) 和 [,] 有 一 组 共同 的 规格 化 正 交 基 ， 则 这 
两 个 内 积 是 相同 的 . 

5. 证 明 任 何 有 限 维 复数 域 上 的 向 量 空间 CE 数 >1) 
都 可 以 定义 无 穷 多 个 不 同 的 内 积 . 

6. 证 明 Man 上 的 自然 内 积 是 (4,B)=tr(B*A4). 
中 B= BT CM ny WER D XU, Wen He 
Je B*A 的 迹 . 

7. 证 明 不 等 式 ， lire DI tC CD, 
VA,BCM mn. 
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$4 Jt fa mh Af 


4 定理 4.1 设 向 量 空间 六 上 定义 了 内 积 (,)r， 丈 FEX 
可 内 职 (,)wr， 设 了 EECPF, 矿 )， 则 存在 唯一 的 SEC(B V) 
使 得 
(Tv,w),—-(v,Sw),, YoEVwew. 
证 Beer yen EV LRR fe IE 26 35, 对 任意 的 
wEW, gx 


Sw= S(w,Te)weis 


1 
显然 SEZ( 矿 , 广 )， 对 任意 的 "GE 扩 ， 用 定理 3.3 有 
v= > (v,e)vei, 于 是 


fo] 


(v,Sw)y=(v, Si Go Tener 
= Sires, w)w(v,ei)r 
fo] ] 


-(r Evre drenw) o Co, my. 


S 的 唯一 性 看 练习 4.1. E 
由 定理 4.1 唯 一 确定 的 线性 映射 S 称 为 了 URERA, 
用 符号 T* ER. 显然 有 (7T*)*=7. 
定理 4.2 HE=(e., en, FH (his fm} 分别 是 西 
iV AW WEE, BT CLV JW), WET*15- 
(TIP. CESUE LB) e SRA) 
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A AHO —————————  À À Pe RR ea e 


证 #(TIE=A, B Te,— ashe 于 是 (Tej,fi)w 
=] 


: -0;j. 由 定理 4.1 有 T*f,- Ss,Te) wes= > Te, fw 
- i=1 . d 


- Vase. UTER A o d^ (TI. | 


1=j 


注意 车 巨 或 了 不 是 规格 化 正 交 的 则 定理 4.2 不 成 立 CR 


,练习 4.4)， 也 有 共 固 映射 7* 与 两 向 量 空间 所 定义 的 内 积 有 
K ARTARKAN- RUKE (看 以 后 练习 6.4)， 


H 习 4 


1. RT.HCL(V,W), V, We Wu, WH 

Ci) (Tv,w)w=0, VoCV,wCcW eT-0 

(uj) (To,uw),-—-(Hv,w),, VvvCV,wcWeT-H. 

2. iRV,W,U 都 是 西 空间 ,TELCV,W), SEL(W， 
U), 证明 (ST)*==T*S*. 

3. WE, E! 是 西 空间 HTAR EXW, ICE 


LV V) EV ERSTE ASSET, 证明 


(L202) *#=(W1F 27 =e. 
(fm: [=I =1*) 
4. KRTELYV,V), GRBSAV 的 任 一 组 基 ， 证 明 


 [T*18 S CIT 15 是 相似 方 阵 . 


Gem: BE EV ARRE, mW k E 


Pep, WAH T*]=(P*P CIT 10*CP*P).) 


5. E V,W EBEZAN, TELU W), 证 明 


ar mmea e NEE ee A AE a mm me 0 


i o(T)=p(T*). 


85 规范 算 子 与 规范 矩阵 


AT GOH) 的 特征 值 和 特征 向 量 是 很 重要 的 量 . 下 
面 是 在 内 积 空间 中 具有 由 特征 向 量 所 组 成 的 规格 化 正 交 基 的 
一 类 常用 算 子 的 定义 和 一 些 性 质 . 

下 面 定义 中 的 4 既 可 以 是 L(V,V) 上 的 算 子 又 可 以 是 
nM, Hopy 是 两 空间 . 当 4EM。 时 ,三 为 带 有 自然 
,内 积 的 Man. 

-4 称 为 规范 的 ， 如 果 AAAA. 

ATCSIBRTREJ, IR 4= A*， 

— A 称 为 正定 的 , 写 为 4>0， 如 果 4 是 厄 米 特 的 且 (Ax%， 
x)50, VOzxCV. l 

4 称 为 非 负 定 的 ， 写 为 A20, wm X ARSE KHE 
(Ax, x)20, vx EV. 

: APNE, WOR AAI U RESA T E 位 方 
PE) 

显然 后 面 四 种 是 规范 的 特殊 情形 ， 容易 验 证 西 算 子 (或 
HEH) 相 乘 仍 是 西 的. 也 有 4 阶 西 矩 阵 的 列 向 量 组 成 M,，,， 
的 规格 化 正 交 基 ， 反 之 Mi, 的 任 一 组 规格 化 正 交 基 排 成 4 列 
就 是 一 个 酉 矩阵 . . 

设 4 是 规范 的 ,，U 是 西 的 ( 即 U*=U™'), 令 B=U* 
AU, Wi B*B—(U* AU)*(U* AU) -U* A* AU -U* AASU 
—U* AU(U* AU )* = BB* , WORT COGN E E) 经 过 
西 相似 变换 后 仍 是 规范 的 。 类 似 地 可 验证 其 它 四 种 算 子 经 过 
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酒 相 似 变换 后 还 是 原来 那 种 算 子 ， 这 里 要 注意 ， 一 般 相 似 变 
- 换 不 具有 这 种 特性 . 

下 面 是 葡 相 似 变 换 芍 一 个 重要 结论 ， 它 使 得 许多 问题 的 
证 明 能 大 大 简化 . 

定理 5.1 (Schur 三 角 化 定理 ) [E189] 2r FE AC M. REN 
HT b= Ae, BARU CM, tE U*AU 是 上 三 

WEB Ax, 是 有 4 的 一 个 特征 值 及 对 应 的 单位 特征 向 
量 ， 即 Ax, Aix, Alf] d. 补充 Xs,… pn EM Hage x 
BUN Mn, 的 规格 化 正 交 基 . 令 x; ARER OQ 的 第 i 列 ，7 = 
d,e,85, FEQ 是 西 矩 阵 且 


A, 
0 
Q*Ax;—AQ*x,—| | |, 
0 
ur * 
也 有 Q*AQ= 4 


0 
WHAM IRAE, AEQ UCM. UAU RWS 
Fi ERB 


yp 1 0 - 0 
p-| ° 
\ U, 
0 
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A, ok tok A, koc ok Y 


P* P= 0 
: A, © į : U*AU, 
0 0 


是 上 三 角 和 矩阵 ， 令 U=QP， 则 U*AU KREME. F 

这 里 顺便 提 一 下 ， 因 为 相似 方 阵 有 相同 的 特征 售 ， 帮 上 
= fas U* AU 的 对 角 线 元 素 即 为 4 的 全 部 特征 值 . 也 有 
A 的 迹 等 于 4 的 全 部 特征 值 之 和 ， 了 4 的 行列 式 等 于 4 的 全 


部 特征 值 之 积 , 
TUAE Schur 定理 关于 线性 算 子 的 形式 ， 也 是 以 后 要 
经 常用 到 的 . 


定理 5.2 设 了 是 西 空间 天上 的 任意 线性 算 子 ， 则 存在 : 
规格 化 正 交 基 天， 使 其 矩阵 表示 LT E 是 上 三 角 和 矩阵 . 

证 KE’ ={e en} HEV AY 4E— FA LE EAE, 
令 (T]18—4, HEM 5.1 AO A U = (uu) € Ms, 


fi U* AU 是 上 三 角 和 矩阵 . 令 ej= Duet, j=l, sn, B 
i=] 


[] n n n 
为 (e,,e)=(3 ULC ks >» ue; )= > Urii = TF 
"&2] 1-1 DNE k=] 


"Ha = 0,5 E={e,,'" ,En} 是 一 组 规格 化 正 交 基 且 (lip = 
U. FRITV=WIEAT IEE =U*AU 是 上 三 角 和 矩阵 .1 
定理 5.3 MERRER r 行 除 对 角 线 元 素 外 都 为 0， 
则 第 r 列 的 元 素 除 对 角 线 元 素 外 也 都 为 0 . 
”证 Hajg-0, far. j=l, on R AA — ASA 


(AA*),,= D lars [' [a | = (A*A) = 
m 121 E . 
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5lanlè+ Šilas]. 
W a;,=0, izr, i—1,-,n. l 
由 此 定理 立即 得 到 ; 
定理 5.4 上 三 角形 的 规范 矩阵 4 DIN ABE. Pc 
蔚山 定理 5.1 就 得 ; 
定理 5.5 ARMM €» 4 西 相似 于 对 角 线 矩阵 . | 


练 习 5 


1. 证 明 4 是 规范 的 €» 存在 一 个 由 4 的 特征 问 量 组 成 
鞠 规 格 化 正 交 基 . 

2. 证 明 4 EERE GES, JERE, BB) e 
.4 是 规范 的 且 特 征 值 是 实数 GER, ERR, HAS PT 
1). 

3. WER A RAW © | Axll=llxl, Veer. 

4. RV EASA, EK RNA. CE 意 实 内 积 空 
筒 时 不 成 立 ) 

(i) (Ax,x)=0, Vx CV€24—0; 

(i) 4 是 厄 米 特 的 全 (Ax,x) 是 实数 ，Vx EVs 

Gi) ARIE @CAx,x)>0,VOAKEVs 

Gv) 4 是 非 负 定 的 全 (Axx) 20, vxCV. 
5. ETECLVW), VW JARSE, WER T*TS 
0, TT*20. XXE T BWM, WT*T>0, TT*>0. 

6. WRT A0 e 存在 方 阵 了 使 4=B*B. 


(提示 ， 由 4 之 0， 存 在 西 甜 阵 U， 使 UAU*==diag(4.、、 
ph BAGEO, i 一 1,…,n， 令 DD=diagCVT s AD 
则 B=DU.) 

7. RHE 40€ RETEK ABE A= B*B. 

8. 对 于 任意 方 阵 4， 证 明 存 在 西 矩 阵 避 , 使 V4 是 上 
三 角 和 矩阵 . | 

9. EB) EEAZO€S 存在 上 三 角 和 矩阵 使 4=L*L. 

10. dV Bn BARS, A4—(a;)CM., 证明 

Ci) A>0 S PEV pun EV ,使 qij=(v1501)， 1X 
i,j «n. 

(i) 40€ ZHEBIEJXXRvssvwcV, Bas; 


(visui); ISi, jn. 


$6 ”内 积 与 正定 算 子 


本 市 讨论 内 积 与 正定 算 子 的 关系 ， 因 为 共 斩 算 子 与 内 积 
有 关 ， 故 上 一 节 的 五 种 规范 算 子 都 是 与 内 积 有 关 的 .例如 一 
个 线性 算 子 7 关于 某 个 内 积 是 正定 的 ， 关 于 另 一 个 内 积 就 可 
能 不 是 正定 的 《练习 6.2)， 另外 不 同 的 内 积 还 与 正定 算 子 有 
下 面 的 密切 关系 ， 

定理 6.1 设 (,) 是 让 上 的 一 个 内 积 ，TEL(V,V), s 
义 复 值 函数 [v,u]=(Tv,4), WLI 为 一 个 内 积 的 充 变 条 件 
是 了 关于 内 积 (,) 是 正定 的 . f^ 

证 当 了 关于 内 积 (,) 是 正定 时 ，[,] 是 一 内 积 是 显然 
Hj. 现 假定 [v,4]j==(Tv,w) 是 一 个 内 积 。 那么 由 定义 就 有 
[v,ul-[u,v], FÆ (Tvsu)=(Tu, v0)==(T*v,4),， 故 T= 
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E 


oR ea eee ae ae NRE A NE HAR ee Sone a: + 


T* QET ET RPA) EE). M440 
Bj, 0<[e.vl=(Tv,v), AUT RTAR ) 是 正定 的 .| 
定理 6.2 WG) [,] 是 上 的 两 个 内 积 ， 则 存在 叭 
一 的 线性 算 子 TCLCV,V), H Dou] - (Pv,u), Vvs EV 
并 且 T 关于 两 个 内 积 都 是 正定 的 . 
证 Beste EV LRA A, ) 的 规格 化 正 交 基 ， 


WER u CV H u= > a,e er. 对 vEV， 定义 
i=] - 
To= Sv, eile, 
1 一 1 
PCLO V) B. (Cosi) M lore: lenu) Lo, X 
1-1 12] 


(u,eJe;l— [vu] . 由 定理 6.1 知 T 关于 内 积 (, ) 是 正定 的 . 


R4v40M, [To,v]—(T'v,v) 50, MT FARI Jt 
是 正定 的 .了 的 唯一 性 由 练习 4.1 表 明 ， 1 1 
定理 6.3 Wf EMS IEA, WV 
正 交 基 . | 
证 GEGOJRRV LWW, esen 为 其 规格 化 正 
交 茜 ， 则 由 练习 1.4 知 满足 Sf;=ei，i 二 1,…,n 所 唯一 确定 
的 SEL(V,V) Jn. ST=S*S (这 里 S* 是 关于 内 
积 (,) 的 且 由 练习 5.5 知 关 于 RP A TOY 容易 验证 
Tusu]=(Tv,u) 是 以 了 ,,…,f; 为 其 规格 化 正 交 基 的 唯一 内 
m. I 
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Ih RE M RE mM t er ALTE mnn ee s 
—À reas Ó PAS aec 


练 习 6 


bas 


1. dbfocof.V WEAR, H Fo afi 
tal 


u= dbf 定义 (on) = Sab 证 明 这 是 以 太 fe 53 


其 规格 化 正 交 基 的 唯一 内 积 . 

2. 举例 说 明 存在 线性 算 子 TEL(V,V) 及 VW 上 的 两 个 
内 积 使 了 关于 其 中 一 个 内 积 是 正定 的 ， 关 于 另 一 个 内 积 出 

3. WV Æ n HEA BS E, 证 明 对 任意 的 A4=(aij) 
EM,， 必 存在 2n 个 向 量 vins, thy yt 使 

Q;j—(v;,uj, 1Si,j<n. 

4. 设 TELCV,V), 这 上 定义 了 两 个 内 积 (,) 和 [,]. 
又 设 T 卫 关于 内 积 (,) 的 共 斩 算 子 为 了 )， 关 于 内 积 [,] 的 共 
RTI TC, SEDE T 与 Te 相似 ， 


ST 线性 映射 的 限制 与 不 变 子 空间 


定理 7.1 设 CV 是 VV 的 子 空间 ， 则 对 任意 的 TE 
L(V,U)， 存 在 唯一 的 T,ELOW ,DU ) 使 
Tiw=Tw, NwCW. | 
定理 的 证 明 是 显然 的 . T. RAT ETZ uw rum 
制 ， 通 常 写作 7,=T|w. 
BWW eV HPS, TCL(V,V), 如 果 对 任意 wE1WV 


di TwcW, W TQF)CW, WEW RATT ARET 
Si). PREZON RARE TWAS MH. BU 
平凡 不 变 子 空间 ， 其 余 的 不 变 子 空间 称 为 非 平凡 不 变 子 空 
n. 

对 于 线性 算 子 TEL(V,V), BWHRET 的 不 变 子 空间 ， 
Wie 显然 确定 开 上 一 个 线性 算 子 ， 即 了 |rE 工 WU JW). 

LET EDA, WT, 显然 也 是 可 道 的 . 

定理 ?7.2 设 敌 是 内 积 空间 ，7 EL(V,V)， WHET 
和 了 * 的 不 变 子 空间 ， 则 有 

(a) (Tlw)*=T*|y CA Xp SEAT V HA BUE 
"WOES 

(b) 车 工分 WEAN. JERKER 正定 的 ， 非 负 定 
的 、 西 的 ， 则 了 1r 也 相应 是 . 

(事实 上 上当 了 是 规范 算 子 时 ,由 丈 是 了 的 不 变 子 空间 就 
BERE GHI. 是 T* 的 不 变 子 空间 ， 例如 看 [9,p、 347]) 

iG) 对 任意 的 x,yEW， 由 线性 映射 限制 的 定 义 有 
(Tlw)x=Tx, (T*|w)y=T*y. X gH T d T* ER FR. A 
变 就 得 

(Tly)x y= TX, yo m X, TP yy 
=(4,(T*\v)y)w. 

Fo AT ERECT Lu) -T*|,. 

(b) ACP lw T* lw) SET *)l, (HH 7.3) BNE 
得 . | | I 


| % 习 7 | 
oon SWIRVHBURER, TELOVU), 证 明 存 在 
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` à 


T€ L( ,UMET TI, —T,. 

2. 证 明 线 性 映射 之 和 的 限制 等 于 线性 映射 的 限制 之 
Al. Bg S,TCL(V,U), WRV TSR, acC, Wl 

CS t aT)| Sl, ta(T |). 

3. RS, TELV,V), W 同时 是 S 5 T I] REF 

E, WE JE ST 的 不 变 子 空间 且 有 
(ST) |w=(S|w Tw). 

4. WE TCL(V,V), SCLOV,W), HCL(V,W)R 
WESA=HT, WH Ime 是 的 不 变 子 空 间 , KerH 是 
T 的 不 变 子 空间 . 


§8 投影 算 子 与 子 空间 直 和 


V 的 mr 个子 空间 到 … 太 的 和 是 

W ter tW miwit tom | w; Wii-l,s,m). 
如 果 对 于 每 个 向 量 o CW re Wu 能 唯一 地 分 解 为 ob 一 ws 
十 … 十 WwWn， 其 中 w EW i=l ym, 则 和 称 为 直接 的 ( 直 
Al), #idNW.O- OW, XB V SA BUSIBIBM Ej 
BW, Ws EE CH (ww) =0, Vw;CW;,w;CWp, 
WAR MEZA, DAW Ls LW. 显然 正 交 和 一 定 是 直 
TH. 

BWV NT um, m$3W-(vcVitw,vo)-0, 
VwOW} AW WEZH. BRAVHW UW-—WGOW.. 

MFPELV,V), WR P'—P, WH P WRB RIB. 
SLT. ImP KRA P IST SIBI. BV AARSH H P= 
"=P, W P 为 正 交 投影 


-rm 一 一 一 一 一 
re mee RT CE were RRR UNECE ee UNECE mr 


投影 或 正 交 投影 对 向 量 空间 的 分 解 起 着重 要 的 作用 ， 我 
们 先 来 证 明 投 影 算 子 的 一 个 重要 性 质 . 

定理 8.1 设 己 是 上 上 的 投影 算 子 ， 即 P=P, 则 p(P) 
=tr( P). 

证 设 p(P)=R， 由 定理 1.3 知 存在 太 WIE U, un tE 
Pu Po, 线性 无 关 而 Puy, = =Pv,=0. 利用 P= P 
容易 看 出 B= (Pov, Pos Vipis sUn} 是 线性 无 关 组 因而 


也 是 六 的 一 组 基 . 于 是 得 [PJ]f=diag(1,…,1 J, 0,0) 
(对 角 线 矩阵 ), 故 p(P)=tr(P)=k. I: 

这 定理 还 说 明 投影 算 子 的 特征 值 不 是 1 就 是 0 . 下面 的 
定理 表明 投影 算 子 与 向 量 空间 直 和 分 解 的 密切 关系 . 

定理 8.2 BE Piss Pa 是 V ERJSERTH. Poe 
P,-I,, WV STAMSCREGU-T- SAME A, BL — ImP. 
sOInP,u; RZHV=AW D OW ms MEER — BY m A 
RAT P,P, tE Pite t+P,=l, RimP;=W,, i= 
1l,- 3m 

证 由 P+… 十 Pn=Iy。 故 对 任意 的 vEV， 有 v= 
Prot +P,v, SBA V = lP, ++I mP,. 再 用 定理 
8.1 就 得 dimV —p(I1,) 9 tr(Jy) 9 tr(P + +tr(P,) = 
pCP) t d p(P,D dim (ImP,) d: --dim(ImP,), 这 
E 36 BI V —ImP e 名 ImP。 (5338.1). 反之 车 /= 
W.Q--GW., WER EV, AUR — f vmware 
Way HR wiEW, i=l sm, PELV V) ff Jü 
Piv 一 w:， 容 易 验证 P, 是 投影 算 子 且 ImP,-W;, i=1,--, 
m E Poker PS, SIEUA XX ET Qus Q. 
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RE IN npa ee e E mtr -e 
má MM MM ———À HÀ RÀ oaoa: 


也 满足 Qi 二 十 Qn 二 Ty 及 ImQ,=W,, i 二 1,… ,ms 则 对 任 
XCoCV, Hv 分 解 的 唯一 性 如 得 Qiv=Piv, WSP, 


i=l, esm. l 


H x 8 


1. GSI te + m WE BDROSEDRISESCRTEEE 
dimV =dimV,++-+dim,,. 

2. ERE PREV LORBRS, WIV —ImPGKerP; 
RIGdDV-WGOW',Wfstn—BHBSEHSTPEInP-W, 
KerP-W'. 

3. B Pove Pa EV EWERBRTE Pite Pas 
Ty, EWM ia; Rt, P;P,;=0. 

(提示 ， 用 定理 8.2) 

4. BP, Pa ÈV LEBRET, EHP, te + 
P, 仍 为 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 当 iz jh, P,P;=0. 

5. 设 为 内 积 空间 上 的 正 交 投影 ， ER PEER 
SR Polit vo€V. 

i。 6.， 设 P,，…,P,。 是 内 积 空间 性 上 的 正 交 投 影 且 已,+ 
… 十 局 一 rr， 证 明太 =ImPL… LimP,,. 

i 7， 设 已,…,P。 都 是 民 上 的 投影 算 子 且 Por P, 
一 六， 证 明 可 在 了 上 定义 一 个 内 积 使 所 有 PS 成 为 正 交 投 
8. 证 明 车 号 是 六 上 的 投影 算 子 , W 是 卫 的 不 变 子 空 
间 ， 则 Ply EW LRA, l 
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$9 对 偶 空 间 与 卡 氏 积 空 间 


I RELO,C)M, f RARER. 自然 它 具 有 一 
般 线性 映射 的 性 质 。 但 由 于 CC 的 特殊 性 ， 使 得 线性 函数 类 
具有 一 些 特殊 性 质 ， 而 这 些 性 质 对 我 们 以 后 的 研究 又 具有 基 
本 的 重要 性 ， 故 我 们 特别 记 V* = LV ,C) 并 称 之 为 了 的 对 
偶 空间 . 

定理 9.1 设 el,…，e。 是 三 的 基 ， 又 设 fires fn EM 
足 条 件 

file) 25,, i,j-1,*,n 

共 六 扩张 定理 唯一 确定 的 ”个 线性 函数 ， 则 fusos f, 
是 V'igi. 

证 首先 我 们 证 明 任意 的 JE 天 可 用 访 , …， 矿 线性 表 


m. ERE, f= 之 f(e;)f,， 这 是 因为 左右 两 边 的 线性 函 
BEV 的 基 este, e, 上 取 相 同 的 值 f(el),…,f(e,)。 共 次 
#3 af.-0, Mos 之 afie) =a, j=l, e,n, ite 


fone f 是 线性 无 关 的 ， 因 而 它们 是 V' 的 基 . 

由 了 的 基 e,,…,e, 唯一 确定 的 满足 fi(e;) = 3;; 的 线性 
函数 firre fn 称 为 el,…，*ev AOE. 

这 样 上 定理 又 可 写 为 ， 车 e1,…,es EV HH, WH 对 
偶 基 必 是 严 " 的 基 。 

定理 9.2 WV EARS, f EYV* 是 任 一 线性 函 数 ， 
划 存 在 唯一 的 xEF， 使 得 f(v)-(v,u) Yver. 


证 ites, e, BV fy XH it E se E. Sas 


X fées Wes = (5. X Fede, )- X fewe) 


=f(D yee.) =far, vecv. 唯一 性 显然 ， | 
下 面 说 一 下 六,… ,了 的 卡 氏 积 空间 ， 这 也 是 后 面 常 用 
WEV,V. 是 m 个 ( 维 数 可 以 不 等 ) I, 考虑 
集合 
X= {0,59 Un) 0 CV,, i-1,-,mj 
rz pc O 0n) = (iun) 4H v = ts 
“= 1，…， 人 。 并 对 集合 的 元 于 定义 加 法 和 数 乘 如 下 : 
(Vis teg Vm) FACU," Un) = CV, + AU, vm. On + 4U,,), 


Jesh ac C, MEA X RAAR ZE RI, ife x … x 
V, "ESOS Viren n 的 卡 式 积 空间 ， 简 记 XV. 
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1. 假定 61,…,e, 是 内 积 空间 六 的 规格 化 正 交 基 ， 证 
H] V* R fites f, ERI RERE ARIE fw) = (vb,e;)， 
Woe V, j=l, e,n, 

2。 ERE fief, EK RIH f S0, j=1,， 
a, W[v-0. 

3。 fiw sf. EV" Wk, uH 中 存 企 唯 一 的 基 
Eisen 使 得 file) 7 5, 1« «un. 
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(提示 :在 了 上 定义 内 积 ， 由 fio) = (wu eRe V IH 

P Uy" ，,4s， 又 由 定理 6.3 知 存在 T0 使 (Tw ,4) =ò; 
则 ez = Tu, AAR.) 

4, Be H={e,,-,e,$, E'-iei,"9,e;) E V Wy PS A 
基 ， 其 对 偶 基 分 别 为 PF={fis* ,fs)，P ={f1, nm fah 
Sid CHEER WALL = 了 ， [Zr* 了 =@， 证 明 
Q- (P7). (Q 称 为 P BSc SE BED 

5. iEBjdim(V,x-- xV,) 2 dimp, +.. c dimV ,并 写 
出 XV, 的 一 组 基 。( 可 设 V, 的 一 组 基 为 {e419 9 Cie, dy Be = 


dimV,, i-],-,m). 


$10 序列 集合 的 记号 与 行列 式 定理 


本 节 所 介绍 的 符号 是 本 课程 的 常用 符号 ， 引 进 这 些 符号 
使 许多 定理 的 叙述 和 证 明 都 大 为 简练 。 
Sa 表示 mm 阶 置换 群 ， 置 换 oC 8。 表示 成 
l, €, 
oí aa ” em) Seth o(D, =, o(m) E AT m A 
然 数 的 ~- 个 排列 。s(a) 表 示 置 换 o 的 符号 ， 即 
1， 如 果 o BAER, 
ecos f 
， 1, MRo 是 偶 置换 ， 
a, B, 等 夷 示 以 自然 数 为 分 量 的 有 限 序列 ， FHE 
的 序列 集合 : 
DG, na) ={a}a= (a1), a(mM)), 
1<a(i)<ay, i=l, 0, m}; 
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In n= {|a= lall), m alm)), 
I<Kali) Kn, 21,—,m) 
Gann ={O1GED m a e(1)exom)h © 
D,,,-(6|a€ Du, ny M i~] AY awal) Y 
Om ,7" («| «€ en, as C1) e a0n)). 
对 于 wcEg@。。 oc€S,, BE X A=), 
a(o(m))), WAS «c € D, 。 而 且 
D,,,7(a0|«€Q,, ,, TES mde (1) 
对 于 Eso， 车 用 w /表示 @ 的 补 序列 ， 即 @'E 
Q,-,.. B. o 与 @' 的 分 量 组 成 前 % 个 自然 数 ， 则 可 用 @ 与 
@/ 构 成 8, 的 一 个 置换 ， 即 


-( 1, soo, m, m+ ie, n Jes 
0(1),**,0(m),0'(1),*«,0'/(8 — m) ^ 
容易 算得 

BUGI)=( 一 1)2 Dt meme) ya, (35 


其 中 s(o) =o(1)+ 洲 +o(m)。( 这 是 因为 置换 o 的 奇偶 性 
取决 于 其 第 二 个 排列 的 反 序 数 的 奇偶 性 。 但 在 这 个 排列 中 ， 
OO) AEG 0( 引 小 的 数 的 个 数 是 0) -2 = 1,-,m, mfi 
©! (7 右面 的 数 都 比 @O7(7) 大 ， j= 1,**,5—m, 故 第 二 排 
EF NOS (OG 一 让 =s(@) -mm+1/2， 于 是 得 
e(g)-z(- LSC 7mon*D/2z (— 1) )momt1) 2). . 
类 似 地 对 于 OC On, ar 0€8., vc S, my M 


-( 1, e, m, mti, eee, n es. 
MO(1) yee, obm), @! (1) 59,0! (a — m) 


且 
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eco) = aC) ~ 1) mm 2 (3) 
BA 


s = fo =( 1 > “ey m, m+1, ooo, n ) 
° | N90(1),**,00(m),0/ 7 (1),*,0/2(n— m) 


Oo C Qm, 29 0c8., TES am ° (4) 


设 4= (a) EM, AI TI mss, ISIK, aE On, n 
PEQ a> H ALO] BIRR A p a), am) 45H BOD, 
se, PORZ ATRE TERE, BY AL | 1€ M. ,, 
Ka, DEER c BE aseo Aal B) = Ale’ | B/E 
-+-: 则 表示 4 PER a fF PAR PDR. 

设 AC M, n ZR, Wl 4 的 行列 式 detA 可 写 为 


det4= $ e(o) Io» (8) 
ve€3, 
容易 推 得 对 任意 CSS 
detA= D e(m)e(o) [Ta.-co.e (6) 
. e€8, fel 


对 于 m FERRAR m By > 式 也 有 类 似 的 表达 
修 。 例如 AC M, rs 1« msmin(n,£3,4C Qu, o; PE Qn, x 
则 
det4[a1p8]= > 2(0) I ewecen. 
对 于 OCS,, WW nr. 
det Al ag| f] - detAFa| 80] e(9)detA[«|B]. (7) 
4 «c D. n9 BPEL» k AT, AL[La1B] 也 是 有 意义 的 ， 即 


29 


4Fcl1p]EMN。，, 其 (7 位 置 上 的 元 素 是 baose MH aE 
D, 9€ De, AWB RB BE 4[x1p8] 至 少 有 两 行 元 素 相 
Fl, k 
detA4[a|f]20, aE Lm, n mH 7ED., oR. (8) 
为 了 熟悉 所 介绍 的 符号 ， 减 少 以 后 推算 的 困难 ， 我 们 现 
在 做 一 些 推算 练习 ， 它 们 本 身 也 是 很 有 意思 的 。 下 面 是 两 个 
著名 行列 式 定理 的 符号 证 明 ， 
定理 10.1 (Cuchy-Binet) RAEM, 2» BEM. 
C= AB, Wixr-T1s ms nin(r,2,U IKER a E Qu pe 
Qo KH 
detO[«| B] = Y detA[e|o]detB[o| f]. 


PEO m kd 


证 detO[xlp]= > eco) [] oooosep 
gw 


e€3,, 
= J eo) [I È tanbien 
* CES m " @eryed 
= > e(o) > D tasna 
ES, . ver, s 
“bynes £ 5110.2)? 
= 2 He z e(o) 
YErw s 


M flos) 
tel 


u 
4 


之 I a.cyycylet BEY |B] 


> TI @ecasendetBLy| 83 (用 (8 )) 


4€D fat 


mM, n 


> > HT atio tet Bloo |B] (FAC 1) 


“Spi”! 
2€9,, PM mi 


> (X e(o) T] ac». )detBto| £1 


DEO mn, n 7655 M 


a 


(用 (7)7 
X det4[alo]ldetB[olp]. | 


voco 


LU 


m:n 


定理 10.2 (Laplace) 设 AC M,, 1«msn, aCQ, ne 
出 


detA= >) detA[a|o]( -1)"tdet A(a |), 


eto 


m n 


E ERAD UDO B (ayre? 


2€ Om, n 


©  .detA[a|o]det ALa’ | o^] 


e(-1)0 S È 之 eo 


?EOm, a ism wESa im 


ee (a) C6 1) [T aces eco 
det 


9-1 


DILERE 


te, 


=(-1) € eg) — 1) t/t 


e€5, 


3T 


. Il Balireli? Il Bal (i my 
[E deme 
(FAC 8 ),04)) 
= D emela) Ff asas (用 (2)) 
o€S, fet 
= detA, (用 (6)) | 
最 后 我 们 用 这 两 个 定理 来 证 明 一 个 关于 西 矩阵 子 式 的 有 
趣 结果 5383 。 
定理 10.5 UEM, Æ BEE ( 即 Z* =7) RR 
JES ihe (UTU =n). 则 对 任意 的 a,BCOn, a(l<Sm<n), 
都 有 | 
det U detU Ça] B] 2 ( - 1):?**(?detU(a| B). (9) 
特别 有 酉 矩阵 的 子 式 与 它 的 余子 式 按 模 相等 ， 即 
|detU [a] 8]| = detU(a|f)]. (10) 
WE Bj detZr£le1-505,, U*tB|IY1-2ULY|£Y, 
把 Cauchy-Binet 定理 用 于 I, =U « U 就 得 
"PE > detU[y | B jdetU [y |o]. (11) 


?EC 


又 由 一 般 的 Laplace 展开 定理 (练习 10,3) 有 
be,detU = > detU[y|o]( —1) 5 * det (alo), 


oco 


m,n 


在 此 式 两 边 乘 以 det DE7TB] 并 对 7 求 和 ， 左 边 就 等 于 
© 6.,detU detU[y| B] =det U detU[a| p]. 


TEO n, kd 


而 右边 用 (11) 式 就 成 为 
32 


DS o € aeUtyjgidewty|o] 


7€0 EQ 


"m, n mmn 


((-71)00*0)detU (a |o) 


= NW 6,0 1D? det (ajo) 
nEO 


mon 


= (— 1) detU (a| f). 
故 ( 9 ) 式 表明 ， 注意 到 |detZ | = 1， 即 得 (10) 式 。 | 
(本 节 所 用 符号 可 看 [16J 和 [12]) 
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1。 WHE PAROM), MOA E t ER 
det( AB) =detAdetB, ` 
2. 证 明 公 式 T] > 027 = > [Í tirs 


geist i.t 
YETm, n 


3. 证 明 更 一 般 的 Laplace 展开 定理 ; 设 AC M,, a, 
BEQn, a (qms), Sil | 
ó,,detA- © detA[a|o]( -1)"m+detA(PIO). 


OEO m, " 


4. S 8 是 一 个 集合 , 用 18 | 表示 集合 S 的 元 素 个 数 ， 
证 明 | 


T - ntm-i 
[Pm ste) = [Tab Tm ol = Rs Gma (C). 


[Dm ol =È” mis [Om ol =(" ) LL = at 
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第 二 章 “多 重 线性 映射 ， 张 量 空间 


iX — EUR £ BRERA MBS, HS RA 
WAKE xut]. JEU GCSE SEE. RNRAS HB 
BPE RI Ej RE ARBOR EL A 25 PAR LE dp BUS. 进行 这 种 
对 比 主要 是 借助 于 序列 集合 的 记号 C123。 事 实 上 从 记号 上 来 
说 好 些 情况 下 相当 于 把 线性 代数 中 从 1 到 《的 求 和 问题 


(E a) 推广 到 对 一 个 序列 集合 r 的 求 和 问题 ( D a, ). 读 
者 很 快 就 能 看 到 这 一 点 。 


$81 多 重 线性 映射 ， 张 映射 


WV. 9, Vi, WE m+ SAB Sil, 一 个 映射 
P: Vixx nW, MRE EP I5] Ee t zy 9] A E 
fy, Bp 

9 (v,,**,0, + 005 ,*,0,) = (v, Vig es Vn) 

*ta9(v,,-,0,,*,0,),1x: iim, 

则 称 9 为 m 重 线 性 映射 或 多 重 线性 映射 。 . 

线性 映射 可 看 作 是 多 重 线性 映射 的 特殊 情形 ， 但 大 于 一 
重 的 多 重 线性 映射 则 与 线性 映射 有 很 大 的 区 别 。 下面 是 线性 
Bat T:V,xV,—W CA TCL, xVLW)) 与 二 重 线 性 
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映射 9:V x7s~ 歼 的 一 个 明显 区 别 。 
由 了 是 线性 的 有 
Tv, + Vi v +04) = T (0,502) +P (05,05) 
=T(v,,0)+ 70,0.) +T(v{,0) +7 (0,04) 
(这 是 因为 卡 氏 积 空间 的 向 量 加 法 为 (ul + Of, vi +9) = (yi 
v) +(D190a)) 
但 由 9 是 二 重 线性 的 则 有 
POM, +, Vet VL) = PWV + v4) + PCV}, 
01401) = (v, v) * 9(0,,01) + P (01,0) 
loista) 
特别 地 有 2(o0) = 9(0,0,) =0。 | 
多 重 线 性 映射 在 线性 代数 中 已 遇 到 过 ， 下 面 是 一 些 简单 
例子 ， 它 们 为 多 重 线性 映射 是 显然 的 ， 
Ca ) 使 用 f(z,y)=zy 定义 映射 f:C x CC, jez 
重 线性 的 ， 
Cb) PCF, v) - flv) CR HPV xV—C, 9 
二 重 线性 的 。 
(0) 设 A€ M, EN 9(2,y) 227 Ay, WP Ma 1x 
m >C 是 二 重 线性 的 ， | 
(d EM G9(,g) -2g', WDM m, M rM. 
二 重 线 的 性 。 
Ce ) 设 z; 组 成 方 阵 4 的 第 JW, 定义 det(2,, 0,2) = 
detA, fü] det: M, ,xx >C 是 2 重 线性 的 。 
CEE f;i cV$, i=l, «e, m, BM FC, m v,,) = 


IL fv, R f:V.x-exV.—C em BREN, MEUS 
Tn . . 
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成 了 = II f.. 这 里 要 注意 写法: (1 fi) vs s Va) = 


fico) mVn) = TI fiv». 
fat 
Cg ) 设 v, cV, iz], vw, My E Ng. fise, f= 


TI £025, WM g:Vtx--XxVL-9C 也 是 m 重 线 性 的 。 
jel 


(h ) PEXV OW, pi XV > BUE MEREK, 
GEC, gg X (9 + ah) O, , v,)-2 9(0,, os Vm) + ad (o, 
250m) Ml P+ oP 也 是 m 重 线性 的 ， 于 是 所 有 m 重 线性 映 
射 的 集合 构成 一 向 量 空间 ， 通 常用 符号 MiywepP。: 丽 ) 
表示 。 | 
回忆 第 一 章 提 到 的 序列 集合 
| DD...) 
z(y|» ZO (D, ,Y(on)),1x Y (4) SN, i z1,,m) 


R T 的 序列 数 Alri = |n, 本 章 要 多 次 用 到 这 个 集合 。 


注意 集合 研 的 元 素 (序列 ) 可 按 排 字典 的 办 法 《由 小 到 大 ) 
一 个 不 漏 地 排 起 来 成 为 有 序 集合 。 利 用 集合 荆 可 简单 地 表 
达 关 于 求 和 求 积 号 交换 的 恒等式 〈 类 似 于 第 一 章 练习 10.2) 
II > > Fares - 
it dimy, = Rys 《ens eu EVA, i-21,,m, 
RV, 中 的 向 量 w 可 表示 为 
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SEA CRESS e RAN, CNR OER n» EC Ne TERRE ay ay come mm erem 一 


?31 
v= Mages, $-],,m, (1) 
$1 


Wt VIV x m xVLACW 是 任 一 个 mw 重 线 性 上 映射， 由 定 
义 可 写 出 - 


91 Rin 
PCV es Vn) = »( > Qij Ei »***, 5 2,6... ) 
j= jet! 


"1i 9m 
- =D apenas, P jiss ema) 
-~ jet im”? 
= > 01,000, Qo C 1,0)» 8% 9 Cm o) 
7;€r 


> 4,9(e,). (2) 
ver 


m 
JB a, = 4,501)" amre II aen EC, 
del 


VEDOM, nn), ca? 

e, = (6 yep» Cm alm € XV, VE rn ,,n,). 
(4) 
(2 ) 式 是 一 般 多 重 线性 映射 的 重要 表示 式 ， 这 里 要 注意 


缩写 符号 gs， 和 e, 的 不 同 含义 。 
下 面 是 表明 多 重 线性 映射 特性 的 一 个 重要 定理 。 
定理 1.1 (SER 性 扩张 ) 设 (ell,…，et} EV 
基 ，i =1,*…,m， 则 存在 唯一 的 m 重 线性 映射 9:V Lx x 
Vo >W, EPER e, 上 取 给 定 的 值 w, YE TT(R1 ,1 ) > 
其 中 ev 由 ( 4 ) 式 定义 ，w, 是 W 的 面 量 。 
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证 因为 要 求 9(e,)=w,，7YEJ 呈 ， 由 (2) 可 以 看 到 
《对 比 第 一 章 定理 1,2) ， 我 们 应 定义 
9(v,,-,0,)— $Ma.w,, 


ver 


其 中 a, 由 (1 ),，( 3) 确定， 下 面 证 明 这 个 映射 9 即 为 所 
求 。 


除了 (1 ) 之 外 再 设 vi = D thesi Te 人 由 9 的 
定义 有 | 


9 (9;,***,0; + C01 ,* Um) 


= Xa, arm Ong) c9] 263) *** 0, , (my Wy 
Yer 


= > 04, (,5***0, ,q,)5***0,, 4 my 
?ET 


+e > bisa 01 40570, 0m, 
YEr 
= 9 (0, 5% Vig ***,0,,) T CP U1 ,*,01,***,0,,), 
t= 1,*9,m,;, 


dk 9 it om ERER. 


又 对 任意 ET, 由 eo DS buuren RP BE MR 


gat 


P(e)= Pler yE malm)? 


=> Öar Â aedy coo y, 
yer 


= > 0,,U, 
ver 
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= Wae 
这 就 证 明了 在 e, C€ Dr) 上 取 给 定 值 的 多 重 线性 映射 是 存在 
的 ,假定 还 有 多 重 线 性 映射 :Vx。…xV。>WW 也 满足 
Ple,d=w,, YET, PAM 2) AR 
$0,,7,09,)- av 区 (ev) 


了 ET 


= Sa, z9(0,*,0,) 


故 #= 9， 唯一 性 被 证 明 . | | 
现在 我 们 再 来 看 线性 映射 与 多 重 线性 映射 的 重要 区 别 。 
` ERAREMA T VEW H, E e ER A R B EFV MO 


BK HAMS RALMERUM P: XVW 时 ,给 定 信 的 点 的 数 


. 目 为 1Pl = IT dimr,。 ameter XV, 的 维 数 ( 5 aim 


fe. 
V, ) 多 得 多 。 


我 们 又 知道 线性 上 映射 了 的 值 域 Im7T 是 一 个 子 空间 ， 但 
多 重 线性 映射 9 RER IMP = (9(v,,,v,)]l vo; £V, i - 1, 
-m RRETAN, EPPO — TORCK B SLE OUR 
重要 的 区 别 。 下 面 是 说 明 这 个 问题 的 简单 例子 。 

看 到 ( d ) 中 当 m= n=2 的 情形 ， 即 使 用 @(z,#) =2y7 
KE MO: Mex Ma>M,. Bj Prg y «mint Pir), p 
QUO A, BE det(G9(2,9)) 50, BEG 2,5 (1,007, a= 
(0, 1)7, Wi det (G9(z,, 2,2 + (zs, 7,2) 2det Z,—-1, [A 
此 (41,71) 4 09(2,,2, € 1m C9, 3X Ui Bi Im G9 HBT 
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M" PV xe XV n >W HER Im 9 所 生成 
的 看 的 子 空间 记 作 (Im9). 也 定义 9 的 秩 为 P(9) = dim(Im 
P), HARODA, 9 的 值 可 有 II dinv,( = a)i 
P(e, Ru Rm, MPCe, IY € P) 9 Amp), iPS 
(CAE RMBBM HT, ce xY P, 如 果 P(@) = 
n dimy,， 则 称 @ 为 关于 yw,P。 的 张 映射 , 这 是 本 章 


的 重要 概念 。 — 

用 名 通俗 的 话说 ， 张 映射 是 张 开 到 最 大 维 数 的 一 种 多 重 
线性 映射 。 i 

例 ( a ) 中 的 普通 乘法 就 是 最 平凡 的 张 映 射 ， 

定理 1.2 BBR PV, xe XV > P 为 张 映 射 
ABB (P(e, IVE) 是 线性 无 关 的 。 其 中 ev 由 (4 ) 定 


证 这 由 (pCe,D7ET)= (IMP) kiri = [[dimV, Ri 
get 


得 | 


定理 1.3 关于 VV, 的 张 映射 总 存在 。 
证 这 是 明显 的 ， 因 为 由 多 重 线性 扩张 定理 ， 我 们 只 要 


JW 为 维 数 等 于 了 dim V, 的 向 量 空间 ， 给 定 的 向 量 wo， 
[ 


y ET NUS W 的 基 ， 则 所 唯一 确定 的 多 重 线 性 映射 9 就 是 
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张 映 射 。 

“ 张 映射 是 很 重要 的 多 重 线性 上 映射。 下 面 的 定理 表明 任何 
其 它 的 多 重 线性 映射 都 可 用 一 个 固定 的 张 映 射 经 过 线性 映射 
而 得 到 ， 这 个 就 是 所 谓 因子 化 性 质 ， 详 细 说 来 就 是 ， 

一 个 多 重 线 性 映射 :Vx … xV > P 称 为 具有 因子 化 
性 质 ， 如 果 对 于 任意 的 多 Be SOV xe XV LW 
(W ALTERO, EAE TCL(P,W), ER v - TV. 

这 个 性 质 可 用 一 个 图 来 表示 ; 
V, x.x y, oP 
^ fr 


现在 就 来 证 明 张 映 射 具有 这 个 重要 的 因子 化 性 质 , 

定理 1.4 PV x xV,—P 是 多 重 线性 映射 ， 则 
9 是 张 映射 的 充 要 条 件 是 P 具有 因子 化 性 质 。 

证 假定 9 是 张 映射 那么 (9(e,)l17 EI) 是 (1m9) 的 
基 ， 由 线性 扩张 定理 时 ， 存 在 唯一 的 T,EL(CIin9p)》，W) 
iT. P(e, =$le,), Y€ P. BAI me) CP, MREETE 
LGOP,W ) 使 Tl <ims> = Tí, (第 一 童 练习 7.1) ， 于 是 TP (e,) 
=$(e,), VEF. RAT? 与 用 都 是 多 重 线性 映射 (练习 
1.2》 ， 再 用 多 重 线性 扩张 的 唯一 性 即 得 TO = 多 ， 反 之 我 们 
取 乡 为 一 个 张 映射 ， 即 dim(Imy) = [[dimV,. HA T? = 


f= 
PHT 是 线性 的 ， 于 是 就 有 T(Imo)) = (Imy), HS 
dim(Imý}<dim(imØ}), ~ 


i PCP )= 了] dimV,， 即 9 是 张 映射 ， | 
fea Dl 
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Æ J 1 


1l, RP:WixeexWn >W mEt, T:E 
LV ,,W,), i-zi,-,m, E NPM) =P 2%, 
tT mVn) WEB] PV x e x VW 也 是 m 重 线性 的 。 

2. HEPV xe xV VE m BR, TELI, W), 
证 明 T9:V, xe xV > W 也 是 m BRM. 

3. EHAR a>, det 不 是 张 映射 。 

4. [UE S BARN PV xe xV,—P RAAF 
化 性 质 ， RIERA? 是 唯一 确定 的 当 且 仅 当 
(Imp) = 


82 PERENNI 


与 张 映 射 相关 联 的 重要 概念 是 张 量 和 张 量 空间 。 张 量 空 
间 在 多 重 线 性 代数 中 所 起 的 作用 与 向 量 空间 在 线性 代数 中 所 
起 的 作用 相仿 ， 张 量 空间 定义 的 猎 述 有 多 种 形式 ， 下 面 是 其 
中 的 一 种 ， 

设 忆 是 一 个 向 量 空 间 ， 如 果 存 在 张 映 射 @:V x … xV。 
>P Em) =P, WR P HV is, V, te A E ROA 
HES RR PAV V, KARE, X P p 
向 量 则 称 为 张 量 . 

或 者 粗略 地 说 ， 定 义 了 张 映 射 的 向 量 空间 称 为 张 量 空 
fal. . 

由 定义 可 以 看 到 ， 张 量 空间 PAV Ve RRS 
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ere ep ee A mp A ss m aH Men M i$ 


QUE, HRS APV Qen BV. PARR 


空间 的 维 数 是 dim( Br ) =dim(Im®) = [] dimy,, 
£91 


张 且 空间 中 张 映射 四 的 值 @(o…，o。)EP 称 为 可 合 
张 量 (或 可 合 元 素 ) 并 表示 为 BOW, On) = vi @-Qr,, = 
VD. v Gv, AB. ERO vi, ou, 的 张 量 积 ， 

ETERNE: KEZA VO GV, = (Im@) 一 般 并 
RET ASK ERO Er (0109 0o, | v, CV Aime. RF 
(Im®) 而 不 属于 Im@ 的 张 量 则 称 为 不 可 合 张 量 。 更 要 强调 
的 是 ， 因 张 量 空 间 由 Im@ 生成 ， 故 张 量 空间 可 以 取 可 合 张 
， 量 作为 基 ， 这 一 点 对 以 后 的 理论 推导 特别 重要 。 显 然 


18e, ) = e$ IVE Peta AIBN, 的 一 组 基 ， 于 是 任 
(i scar, s 可 表示 为 z= zee e8, te, cC|v e rf 


为 张 量 * 关于 基 {e@l7E n) toria (和 向 量 坐 标 表示 
类 似 )。 

| A CE RA BB, 由 定 理 1.3 T" 对 于 
Vots V, 的 张 映 射 @ 是 存在 的 ， 因 而 (Im@ ) 就 是 了 …， 
V, XRRSRI. 这 时 我 们 把 张 量 空间 的 存在 性 问题 写成 
一 种 显 浅 的 形式 。 


定理 2.1 设 了 是 一 个 向 量 空间 ， Ama || tiny ,. i 
总 存在 张 映射 ©: XV» P, (EP RV iy n 的 张 量 积 
空间 。 | 
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下 面 是 张 量 空间 的 既 简 单 又 重要 的 模型 ， 当 我 们 学 习 张 
量 空间 的 性 质 觉得 抽象 时 可 结合 此 模型 来 理解 。 

现在 我 们 来 证 明 当 使 用 @(x*,，y) =zy" 来 定义 双 线 性 
PHO: M, LX Ma, >M m lt CAL, EM = Mas 
QM, 1. . 

4 z,-2(0,,*,0,,)7 9b = 1, *, mg yim Ojsti)" 
j-0,n, RMAUEATA SUE M, :和 M, :的 自然 基 ， 由 上 
i MA GG, Y) = (0,0 = Ei; COM, BG, J) i BE 
元 素 为 1 KATH o ABO . AA Bali<i<m, 1< 
j 志 2} 是 Mm. HARE. HM,,,=(1M®), 又 由 dimM。 。 
=ma=dimM,, ,dimM, ,, K@OLKRH, Aili Ua. 。= 
M n Mn i. 

完全 类 似 ， 我 们 也 可 以 使 用 区 (z,g) S ga KEM 
双 线 性 映射 加 :M。 XM Me mo ER Mo LS M,, A 
M, 16 
显然 上 面 的 M M, M, RM, ,是 不 同 的 张 量 
积 空间 ， 这 就 是 说 关于 VV, 的 张 量 积 空间 可 以 是 多 种 
多 样 的 ， 但 另 一 方面 ， 在 下 面 的 同 构 意 义 下 又 是 唯一 的 。 

定理 2.2 EPV Re m Q=ViRe RV BV iy. 
…; 了 的 两 个 张 量 积 空间 ， 则 它们 是 同 构 的 ， 即 存在 可 逆 觅 
M TCLO, QUET(G Qv) = 0, Rev, (A FB = 
E». 

证 因 P,Q 都 是 VV. 的 张 量 积 空 间 ， ik P,Q 的 
维 数 相等 且 (Oe IVE), (Mle, |vEr) zr Bl P, 
的 基 ， 由 线性 扩张 定理 及 第 一 章 练习 1.4 可 知 ， 存 在 唯一 的 
WS T CLO,QETGCDO-XC(D,Y€ T. HAS 
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重 线性 扩张 的 唯一 性 ， 即 得 了 7@ = 四， 】 

由 此 知 Vi Vy, 的 所 有 张 量 积 空间 都 是 同 构 的 ， 故我 
们 以 后 用 符号 V BORD n 表示 任意 的 一 个 。 

下 面 的 有 用 结论 可 由 张 量 空间 的 定义 及 练习 1.4 直接 得 
8l. l 

332.8 WE yixexV—W 是 任 一 个 多 重 线 性 映 


身 ， 则 存在 唯一 的 线性 映射 TEL(@V 4,W), (E $ - TG. 
(Hl Commu, = TOCO 0 = PO). [. 

此 结论 也 可 简单 地 说 成 这 样 ， 张 量 空间 @F, 上 K Ik 
射 @ 具 有 唯一 因子 化 性 质 。 

再 结合 练习 1.4 又 可 写 出 一 个 与 定理 1.4 相 平行 前 结 
i. 

定理 2.4 PV xe xV > P 是 多 重 线性 映射 il 
9 是 张 映射 且 满足 (Imp) = P 的 充 要 条 件 是 9 具有 唯一 因 
FEHER. | | 

这 样 ， 张 量 空间 的 定义 就 可 以 写成 下 面 的 等 价 形式 ， 

如 果 多 重 线性 映 射 Bs XV >P 具有 唯一 因子 化 性 质 ， 
则 称 P AVV n 的 张 量 积 空间 .( 例 如 看 [6，p.5]) 

或 者 写成 这 样 ， 如 果 多 重 线性 映射 @: XV >P 具有 因 
子 化 性 质 且 满足 (Im@) =P, WKP HV uns Vu HY TK E 
积 空间 . 〈 例 如 看 [12，P,14]) i 

注意 ， 当 讨论 无 腿 维 空间 时 ， 这 两 种 定义 仍 适 用 ， 而 张 
映射 则 应 定义 为 共有 因子 化 性 质 的 多 重 线性 映射 ， 
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练 习 2 


1。 ERREA 9;=0， 则 vi@-Qv,, = 0. 
2. 设 zEV@V， 由 定义 ，z 可 表示 为 可 合 张 量 的 和 ， 
Bi 
k 
z= D 0: @u,, 


iai 

证 明 如 果 % 是 这 种 表示 的 最 小 正 整 数 ， 则 {91,*… 04)， 
{tty yt os 分 别 是 线性 无 关 的 。 l 

3. We,e cV Rx, UEBLVG 中 的 张 量 
e @e,+e,@e, 不 是 可 合 张 量 。 B 

4。 BP EV.~,V., PAKS PK ES, X 
TELP, QO EW MRM, TW Y= TO 也 是 张 映 射 且 @ 是 
Vis, AIBN V 的 张 量 空间 。 


§3 ” 张 量 的 一 些 性 质 ， 诱 导 内 积 


定理 3.1 PK >W 是 任 一 个 多 重 线性 映射 ， 若 
vO +e tO 20, HI Qo, e, Vn) bee 
qQ(u,,**,u,) -0. 

证 由 张 映射 罗 的 唯一 因子 化 性 质 ， 知 存在 TE 
L(&V,,W) & 9 - TG, BPO vo) = THC, 


Vm) = TQ 69v.) s EFE 9 Cui, Um) = T (0,097 98, , 
于 是 9(v0,,***,0,) + eee 十 PUis, Un) = TORD RD n) + tee 
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-# TURQ Dum) = T (v,6 Gv,  -  u 69 09u,) = 0.| 
定理 3.2 vi 9o, = 0 的 充 要 条 件 是 某 v = 0. 
证 车 位 因 …@v = 0 HARA v. 都 不 为 0， 那 么 出 线 
-性 扩张 定理 就 存在 万 EF; IE fiol, t=1 sm, + 
P= Il fe 就 有 PCV, Vp) = Il fic) -]. 1H 9 jk m 
get fet 
. 重 线性 的 ( 例 1(f))， 故 由 定理 3.1 得 $(v,,"*,t9,) =0. X 
盾 说 明 必 有 某 v, 为 0 。 条件 的 充分 性 看 练习 2.,1. l 
定理 3.3 ORe = n6 nA 的 充 要 条件 是 


V; = €;4; 0, i= 1, °, M, RII €, — 1l. 


证 “条 件 的 充分 性 是 显然 的 。 现 证 条 件 的 必要 性 。 由 定 
理 3.2 知 所 有 vu; 都 不 为 0 。 现 对 于 某 个 固定 的 t， Bot 
与 wx 线性 无 关 ， 则 由 线性 扩张 定理 ， 必 存在 fiEV*， 使 
f(v) = 1， frlu) =0. 另外 对 izk, t=1,e+,m, RFE 


了 使 六 (or) =1.4 P= lH fm 9(v,,**,9,)- II e» 


=1, 9G, e te) = [T fet) = 0, 这 与 由 定理 3,1 得 到 的 


9 (0,*,0,) 2 PC ty yee y Ue) FAAP JE» 故 对 任意 的 kev, Buy, 
SRE AA SE, Bid V= Cru 1,9, m. Xd u9 =v9s 


Il c,u$ #0, 即 得 To - 1. | 
der : fut 

Wt 2€ GV, 不 为 0 Mz 可 表示 为 车 干 个 可 合 张 量 的 
和 ， 表 示 法 虽然 不 是 唯一 的 ， 但 在 所 有 表示 中 必 有 包含 可 合 
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张 量 个 数 最 少 的 ， 这 时 可 合 张 量 的 个 数 称 为 z 的 最 小 长 度 
(也 称 为 张 量 z HK. 

显然 当 张 量 z 的 最 小 长 度 为 1 时 ，z 是 可 合 张 量 ， 当 最 
小 长 度 大 于 1 时 ，z 是 不 可 合 张 量 ， 于 是 张 量 最 小 长 度 的 研 - 
究 也 为 判断 张 量 是 否 为 可 合 张 基 提 供 一 种 途径、 

下 面 是 关于 二 重 张 量 最 小 长 度 的 一 个 结论 ，。 


k . 
定理 3.4 设 z= 之 ViQwEFQ@I， 则 4 是 这 种 表 cx 
fel 
的 最 小 正 整数 当 且 仅 当 {91,*… v4), { thy, 000, ty) SP AEE EE 


证 必要 性 是 上 一 节 练 习 2.2。 这 里 证 明 充 分 性 。 假定 
张 量 z 还 有 另 一 种 表示 ，z = Xy 我 们 要 证 明 ES. 
AA, e, uu ER PE GK, MEE GEV 使 g(w)=1， 
g) == g(a) =0。 设 jEV' 是 任意 的 线性 函数 ， 则 fg 
是 双 线 性 映射， 现在 由 


k 


> vU; = 之 z,69y;, 


rel 


应 用 定理 3.1 于 9 = fg， 即 得 


k r 
之 fog = ESEIA. 
于 是 — fG0- X feng -f( X saos). 
fe. jet 


& 
因 f 是 任意 的 ， 故 v1= DIDE, Bl vy € (hye 2 de 
fen - 
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TU ho iin CIR di ure rer Hr te nne et i ot m m memes 


“类似 地 可 证 wE (Teest), i=l, he FET Ds p00 vi 是 
线性 无 关 的 即 得 4<r-。 | l 

由 此 定 再 立即 可 以 判断 练 21 2.3 的 张 量 e:e: + ex@e 
不 是 可 合 张 量 . 

下 面 我 们 来 对 张 量 空间 @V, 定义 内 积 。 假定 了, 上 定义 
TABU) FEEL B= Cus n ew} 是 V, 的 一 组 规格 化 
EX E, i=1, =, m. RNE £8 AE (C69 - eise 9 09 

esl? € DHEGV, 的 一 组 基 ， 很 自然 的 ， 要 使 我 们 所 
定义 的 内 积 (，) 简单 且 便 于 应 用 ， 应 使 te817>E 三 } 也 成 为 
张 量 空间 @V， 上 的 规格 化 正 交 基 ， 即 满足 (eg8,e 多 ) = 5。6. 由 
第 一 章 86 知道 满足 这 条 件 的 内 积 是 存在 而 且 唯 一 的 ， 它 就 
是 ， 

(v,4) = Da,b, (1)- 
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其 中 v= Xa, e@， uz X b,e9 CGYV,, a,,b,CC. 


表面 看 来 ，( 1 ) 式 定义 的 内 积 似乎 依赖 于 各 个 规格 化 正 
交 基 的 选取 ， 实 际 不 然 ， 下 面 的 定理 表明 它 只 与 各 向 量 空间 
所 定义 的 内 积 (,) AK. 

定理 3.5 RV bx XT ARG an (0, se, V, 
的 规格 化 正 交 基 ， 又 pp uy CVs, i=1, 000, m, WIC IRE 


MERV mws u, C9 RDU) = II (Visz): (2) 
faa 
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Ce 


证 Hi vs u, € V, 就 有 

= Saver = Sbon, i=j, 

a 类 似 于 第 1 节 ( 2 ) 式 有 - 
v = Blouse) = F(T Aire )e® 


u$ = S (Tèro jeg. 
现在 用 定义 (1 ) 即 得 
(99,u8) =D J] trobir 


verge rd 


m ur 
= [J dab, 


i~r? 


m "l ", 

= Tl ( > Qij Eijo > bue.) 
Pei el 1.1 , 
m 

= II C». 


fet 


HOTA EROV, KREME T 


(1 ) 式 ， 而 且 ( 2 ) 式 作为 内 积 的 计 算 显 然 比 (1) 式 来 得 


简单 。 


总 结 上 面谈 可 以 说 ， 车 (,); EV WAR, i=l, 
m, POWE, u) = [[ oo) 决定 了 QV, 上 的 一 个 内 积 ， 
ie} 201 


FEV, itt RAUL TE SE X (65,0, MARAT ce [VE 
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I) BA el sef) =6 Hd Ya, pEr. 

张 量 空 间 @@P, 的 这 个 内 积 称 为 各 内 积 空间 F, 的 诱导 内 
积 ， 从 此 以 后 当 我 们 说 到 了, 是 内 积 空间 时 ， iml, m, 
就 自然 地 认为 @PF, 及 其 子 空间 也 定义 了 诱导 内 积 ; 反之 当 


说 到 @V 或 其 子 空间 定义 了 诱导 内 积 时 ， 自然 是 指 相对 于 
V, 的 某 个 内 积 而 言 。 

这 一 池 的 最 后 我 们 简单 地 讨论 一 下 不 同 重 数 的 张 量 空间 
之 间 的 一 种 关系 。 

EV, 是 n; 维 向 量 空间 , i=l, em, Lick<m, R= 
VRD eDV, 0=Vin@ "OT R=ViQ QV, 是 三 个 
不 同 重 数 的 张 量 积 空 间 〈 它 们 的 张 映射 含义 是 不 相同 的 ， 但 
我 们 用 相同 的 符号 @ 表 示 ) 。 因 为 

k 


dimR=[|[2,=[][ n; [[ *24imP-dimQ, (3) 


f=1l #81 jekei 
HEEB, AWER, MRRP 与 8 的 张 量 积 
Zia], Bü R= 了 网 4， 但 这 种 张 映射 太 多 ， 我 们 的 目的 是 要 
选取 一 个 张 映 射 使 P 与 全 的 元 素 能 方便 地 联系 起 来 。 
定理 5.6 存在 唯一 的 二 重 张 喘 射 四 :(@V, )x( 久 P) 
一 @V,， 它 满足 
Dd (0,69 G9 DD) = DD ms 
vi EV,, i=l, m, . (4) 
EK (VQ QV) KV nD m) =V Qe OV ae 
(5) 
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证 ”由 维 数 关系 (8 ) 及 多 重 线性 扩张 定理 不 难 证 明 满 
Hi (Im Bd) = (v, B® v, lo, CV) = Vi, He (5) KR 
x. | 

上 述 定理 中 唯一 的 张 映 射 氏 通常 也 写 为 @ 而 不 会 混淆 。 
于 是 在 定理 3.6 的 意义 下 ，( 5 ) 可 写 为 

(V , G9» GV 4,969 (V 4,,69 9 G9V w) =V RDF mas 
而 (4) 就 成 为 (v,69*69v4) O (94,169 09v,,) z 9,6969 
Urn 


定理 3.6 是 进一步 建立 张 量 代数 理论 的 基础 。 


练习 3 
1. 在 VB@U b, BUE uin 是 可 中 线性 无 关 的 向 
Eos EV LEES ew =0 的 充 要 条 件 是 0 = = 
vy 7: 0. a 
2. Wes e CV, AC M, BÆ AAT Ir u= 
Xam. 了 = 1 大， im X vs X uw. 


3。 BREM, Mn = MK。 中 的 张 映 射 @@ 定 义 为 z@ 
y-zy', XM, 型 。: 分 别 定义 了 自然 内 积 ,证 明 对 于 A, 
BEM, ,09M, :其 诱导 内 积 怡 是 Me, 。 的 自然 内 积 (第 一 章 
练习 3.6) 5 HICA,B) =tr(B*A). 

4. Velen, =, Cin, } 是 V, Rik, i=l, e, Me 对 于 
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1<k<m 定义 p:(V,Q- VI) Xx (48-79 V,)2V.G 
"GV, ERI gei D Bergs €41,47 Olmig) = Eri 
Q Cemin 并 双 线 性 扩张 ， 证 明 唯一 确定 的 二 重 线性 映射 gp 
FET BE 

PUR Ove, va Om) =U + 9v, 


vwC€V,,i-1l,",m.-| 


| 5. X zz DUO DOWIE VeUGW, 证 明 若 {v,,…， 


iw] 


vids m) PWR Hw, 550, i91, sk, 则 z 的 
最 小 长 度 是 R. 


84 张 量 空间 之 间 的 诱导 线性 映射 


Vio W BABS, i=1,---, m. QV, OW, 分 
区 是 它们 的 张 量 积 空间 ， 从 本 节 开 始 我 们 要 研究 OV, 到 
OW HBO, ELL(DV,, OW). 
我 们 从 向 量 空间 V, AW, 的 线性 映射 出 发 假定 7 E 
了 (太太 四 1 一 1 我 们 定义 映射 - 
gu Vn) 7 Tio, 7 OT nUn (=@(T vists T mdm) )9 
HEJ 1.1 知 gt X V OW Jin BREAN, 
, HROV: 的 张 映射 @ 的 唯一 因子 化 性 质 ， 知 存在 唯一 
HT € LY, GW.) ETO=p, BD | 
T (0, Qv.) =T mO DT war 
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这 个 线性 映射 7 称 为 了,，…, Tu 的 诱导 线性 映射 并 且 记 为 
T=T,Q@Tn= QT. 
于 是 我 们 可 以 写 s | 
(7,8: OT 0 Qv) — Tv Qi OT «os. 
下 面 我 们 先 来 讨论 一 下 诱导 线性 映射 的 一 些 简单 性 质 . 
定理 4.1 设 SICLOV,,UO, TEL Vi Wi) imi, 


me) ) Gs, 
| 证 设 vj.EV ,i 二 1,… ,mm， 由 定义 得 
(SAST: eme» , 
-(& s, T 08T wm) | 
=S, T uR RQS nT mUm 
=(Q ST, c. &-- om). 
FeO Don ERV A(S (Gr.)-Gsr. t 
定理 4.2 BW T ELV oW), i—1,,m, BA 
oO. )=TI eco. 
证 设 oT) =k, WH- REMI MT, PREE 


{Eist 5C ik; Eiht sin} 使 得 Tea, 7, Tea, PRET. 
关 ， 而 当 i> 时 ， Teii=0, i=l, sm. B {efl pe 


D (mss tm) ROV, 的 基 且 


(& T, )eP=T ,ew® OT turis 


BS y 的 分 量 中 有 某 个 y(0 5, BD y€ I Chis s buds 
m(& T, Jet-o. 而 由 Teu, T ien; 线性 无 S, 知道 


o (ÈT e, PECs =s 8. ARIE N W, WER 
一 部 分 ， 因 而 是 线性 无 关 的 ， 再 用 第 一 章 定理 1.3, 即 得 
e(& Ti J= IT Gl 
= TI &- ToT. l 

定理 4.8 TC LU, We Vo W, BEAREN, 

em 并 在 名。 OW, LAMELT RENE, M 
(Br. -ór 

证 我 们 用 同一 符号 (,) 表 示 各 个 内 积 . 设 v*€ OV, 
utc OW ,是 任意 的 可 合 元 素 ， 利 用 诱导 内 积 性 质 就 有 

(BT 0%, w®)=(T 0.8 BT o, 8 Dwn) 


= = J] Tonm) 


sonr w) 
=(v,@" Gus T: wi ‘QT tun) 


=(0°.@ T*w?* ) 


注意 到 可 合 TERE RH BER BIRT LR 


练 习 A 


1. 证 明 了 ,@…@T。=0 的 充 要 条 件 是 某 个 T=0。 ， 
2， 设 T,,S,€ L(V Wi) iSl, os m, WH TQ 
GT,-5,09--095, 550 的 充 要 条 件 是 T,7c,$,0,i—1, 


sym, H. IIe2:. 


3 X TELU V) icis m. 证 明 OT RAR 
的 当 且 仅 当 每 个 了, JEn SR. 且 在 可 逆 的 情况 下 有 
(6r.] -em 
4， 设 TELW Wi), i=1, =, m, 定义 DLV» 
Wx XLV m WL (OV i W. )» 使 用 pT 


T.)-T,G--GQT, CHXPRERS T. o Tn 的 诱导 线性 映 
射 )， 证 明 o 是 多 重 线性 的 ， 


$5 诱导 线性 映射 的 矩阵 表示 与 
Agi ER Kroneckersfe fH 
设 E,={ens'"* ,Cini}s Fi={fas fir} Ay RAV fl 
W, 的 有 序 基 ， i=l, =, m. 4 Ee={e3| BET (n.s tts 
tin) }» Foe={filacl (his 8.) 我 们 知道 Eee Sy. 
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Cr a i a eme m ne ei t ee 


别 是 张 量 空间 @F， mer, WAFFE (MERER UO HE 
列 )， 在 在 这 些 规定 之 下 我 们 来 看 诱导 线性 映射 的 E HER. 
定理 5.1 设 TiELV is W;) H [TE ‘=A,= (ai () 
€ Mai Ry Tiens Sal fen 1—1,,n51—1,:*,m. Jb 
5 一 1 
AQT: 关于 有 序 基 Eo, Fe BEBE 


[7,@…BT。“ (TT asi rite Rm) * 
BED (ti, tm) 


a) 
也 就 是 说 kx IT mw 阶 的 矩阵 [名 了, | mco, D 位 轩 
121 EI Ba Fg 
FRERE] acoso 


证 对 于 B€ l'(ni ns), 我 们 有 
QT ie? =T e gD T nEn gim 


($ sut. ee (ars) 


1. 
. aicygtif iac) 9 Gaz oo sim matm 
a €PU Lo gd 


m 
= » (TL aiso y 
4«€T(k hu) "iml . 


由 盾 阵 表示 的 定义 即 得 1 ) R. - 2M 


4 


现在 我 们 从 另 一 个 角度 来 看 ( 1 ) RANA, $ 
个 重要 的 大 矩阵 可 以 单独 看 作 是 由 A,,…， An 确定 的 ， 
这 个 大 矩阵 称 为 Aic, A, B Kronecker H, + FA 
号 AQ @A, Xon. (又 称 为 Ass An 的 直 积 或 张 
HR) l ‘ 

重复 一 遍 这 个 定义 就 是 ， 对 于 4o—(a:)€ Mia i 
lees ms IBA 4，…，4。 的 Kronecker RE AQ 


GA, B—A J kti UES, CNC 8) 位 置 上 的 : 


RRR(G A), , =T ations JER aED kay n bee 
um a, izi 


BED (tis snm) 都 是 按 字典 次 序 排列 ， 

由 此 定义 及 定理 5.1 我 们 立即 得 到 诱导 线性 映射 与 矩 漆 
的 Kronecker 了 条 积 的 密切 关系 ， 

定理 5.2 若 [T]; — Ae, i=1,…,m，Ee, Fo WMH | 
所 定义 , 则 [7,@…@T a], 2 48-4, -[T, 9-8 
[Ta 17". | 

利用 此 定理 很 容易 把 关于 诱导 线性 映射 的 结论 搬 到 矩阵 
的 Kronecker 乘积 上 来 ， 这 些 留 作 练习 . 

下 面 我 们 看 一 下 两 个 矩阵 的 Kronecker RBA AW 
子 . 


假定 4€M.., BE€M», | RADE AGB 可 号 成 
WE WAR, B 
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Oe 


[^7 a8 
AQB=! —(a,4B)€ M. 
1o, Beau B 
注意 到 按 字典 次 序 排列 ， 就 有 
FCm, p)2 (0,1), 0, p) (251) 95 (2, p), 
m1), (m. p), 
D(n,9)—7((0,1),,(1,9),(2,1), (2,0), 
S1), (59)]. 

我 们 先 看 AQB 的 前 面 p 行 与 前 面 9 列 的 某 元 素 ， 例 
如 取 a=(1,1)ET(m, p), B=, jD)€ Dn, q). RAR 
Kronecker 乘积 定义 就 有 

CAG B) uo. D= Gato sob acoso aba. 
RAHAT (AQB) 的 前 面 p 行 和 4 列 的 矩阵 块 是 aB. 
其 它 块 可 类 似 证 明 . 

ZE: AOB 并 不 能 分 块 为 《Ab4i), 这 是 由 于 定义 中 要 

求 按 字 典 次 序 排列 之 故 ， 故 一 般 ADB RET BOA. 


练习 5 


1. HW An B EM rungs i-l,-,m, UB] Kronecker 
RORIS TALES 


(i) QA, 0 e XA A,=0. 


(ii) Q A= Q B, #0 © A,—c, B, #0, i=l, t, My 


Gu) (A )= TI 0640. 


(iv) (84)'-84. 
2. d A € Maui Bi€Mi silos m, 直接 从 
Kronecker 乘积 的 定义 证 明 (@ A, )(® B,)-64,5.. 


m m 
( [m X II bono ) 
1 iml 


PEDI elm hem 


(提示 ， 利 用 


un 


一 ew bisu 
II (X Iip ,)) 

3. € A; 是 方 阵 ， i=l, mH A, A, #0 是 
对 角 线 矩阵 ， 证 明 每 个 A 都 是 对 角 线 矩阵 . 


4. 若 A:s B, 是 相似 的 方 阵 ， i=l, =, m, 证 明 @ A, 


HOB, 也 相似 . 

5， 设 ACM,, BCM,, WH AQB 5 BOA 为 相 
MA Er. 

6. 对 于 xe Mars »€M. 在 82 EE x 与 y 
的 两 种 张 量 积 ，x@@y= 二 xyT 及 x 轩 y 一 yxT， 分 别 检查 它们 
是 否 为 本 节 定义 的 x 与 y 的 Kronecker RR, 


$6 诱导 线性 算 子 


这 一 节 讨论 算 子 T ELV V) Vi om 维 西 空间 ) 
的 诱导 线性 算 子 @T,， 讨 论 它 的 特征 值 、 迹 、 行 列 式 以 及 它 
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的 规范 性 正定 性 等 问题 ， 特 别 是 要 腊 清 这 些 量 与 原 算 子 7 ,的 
相应 量 的 关系 ， 讨 论 这 些 内 容 有 两 种 方法 -总 感 尘 讨论 算 子 
然后 类 推 到 矩阵 〈 这 时 是 方 阵 ) 表示 上 去 ， 一 是 先 讨论 矩阵 
然后 倒 推 到 算 子 上 来 :- 这 里 我 们 采用 前 者 ， 而 且 由 于 矩阵 的 
相应 结论 十 分 类 似 ( 方 阵 本 身 也 是 一 种 算 子 )， 故 不 再 一 一 
列举 . 

定理 6.1 设 T,€ LO, V», 如 果 V, 的 有 序 基 E, 
Lenss emp) 使 ITE BUB EIAASE, i—1,-.m. 那 
AS E, (etlyC (n, ^, nw)} 并 按 字典 次 序 排列 ， 册 


[ŠT | 也 是 上 三 角 抵 阵 . 
证 AW ITD: REE AM, POOR yer n, 
* thm) 有 


T; € yt = Aiye T Ui, 
其 中 vE €eul j«yG», dirn 是 对 角 线 元 素 即 f. 的 特征 
fü, i=l, m, FH 
(8 T, je? —Tie yoQ QT meny 
= (Airie tn) Olmi 
. Emyim T Um) 


-[[4so6e?4w, ` (1) 


im] 


其 中 w 是 形 如 =u Qu, 的 线性 组 合 ,而 wi 或 者 是 
$ eiro 或 者 是 v, 且 至 少 有 一 个 是 后 者 > "» 又 是 一 些 ey 
-G<7G) ) HREAS, tue 进而 w 是 一 些 es 的 线性 组 合 且 


a 按 字典 次 序 排列 在 ? 之 前 ， 这 就 证 明了 | OT, | 是 上 三 
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seme DeL) 的 全 部 特征 什 为 dan j= 


1, eoni t; dimV,, i=1, sm WOT 的 全 部 特征 (CO 
Tiros yET =T (mys Ra). E 
iz] 


证 由 第 一 章 定理 5.2 知 存在 基 E, RITE 是 上 三 角 
和 矩阵， 又 上 三 角 扼 阵 的 对 角 线 元 素 为 其 全 部 特征 值 ， 


的 结论 由 〔1 ) 式 表 明 . 
定理 6.3 ik T, CL(V,V,), dimVi=m, i=l, or, my 


n= Ii nis Dl 
1-1 
(ST, J= TT cro, 
1 t=] 


det(@T, )= T] eTo. 
1 iw] 


证 因为 算 子 的 迹 为 其 全 部 特征 值 之 和 ， 算 子 的 行列 式 
为 其 全 部 特征 值 之 积 ， 故 应 用 定理 6.2 即 得 


u(8 T,\=>) IH 4o - JI Dae. 
S! ver :m1 1m] j=} 


== H tr(T,). 


T 
det (Or, )- I TTavo= Tl II Airne 
Yer 1=1 151 rer 
BUS y 的 第 i 个 分 量 Y(i) 只 取 mu 个 不 同 的 值 ， 而 每 一 个 值 
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在 金 部 [DIC 个 ?中 都 重复 | /ni 次， 所 以 
- Thr = Tres 于 是 


i=l 


det (or. )= Tu ) = [deer p 


tel jst 


以 下 几 个 定理 和 练习 都 假定 在 @7, 上 定义 了 诱导 内 积 , 


定理 6.4 WT, ELV iV, do i—1,-,m. BBAT: 是 
(a) 规 范 的 ，(b) 厄 米 特 的 ，(c) 正定 的 ，(d) 非 负 定 的 ， 


Ce) HN, 则 诱导 线性 算 子 @T， 也 具有 相应 性 质 . 


证 〈a) 因 为 每 个 了 , 是 规范 的 ， 故 存在 规格 化 IE 交 基 
E= (Cir sing} 使 [T]: EX ARH, 也 就 是 


T;e,— Auges, 7 一 1 1 
WASARA, Esc (ef Qo on) EG, 的 规格 
化 正 交 基 ， 而 且 显然 有 

@T,e?- Troet, Wer. 


BOT. |? etme, mm 名 了 ,是 规范 的 
从 (b) 到 (。)， 注 意 到 它们 都 是 规范 的 再 利用 其 特征 值 之 
间 的 关系 即 可 证 得 . 
AERA REM MOE, HOT, MERE AN 


某 种 性 质 ， 是 否 每 个 7, 也 都 具有 呢 ? 回答 是 几乎 都 具 有 . 
这 里 我 们 只 证 明 其 中 两 个 ， 其 余 非常 类 似 ， 留 作 练 习 . 
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定理 6.5 设 T.C LV), imi, om. E09 Ti | 
是 规范 的 ， 则 每 个 T， 都 是 规范 的 ， BE 

证 “由 第 一 章 85 知 总 存在 规格 化 正 交 基 B= (en 
e MEET IE REZANE. Es m (fly ET). HERF 
BER BURUHLESERGT e0 是 规范 的 ， 用 定理 6.1 
BOT. |。 是 上 三 角 规 范 矩阵 ， 但 上 三 角 的 规范 矩阵 必 是 
HARER, BOT, |;=. @…@ [7 中 地 0 是 对 
ARER, PIEJ 5.3 M TJE ENARE, BT 
每 个 了, 是 规范 的 . | 

定理 6.6 HOOT, 是 厄 米 特 的 ， 则 存在 厄 米 特 算 子 


Ay,  T,=c,H,,i=1,+-,m, H Ile 是 实数 . 
iss] 


证 首先 由 定理 6.5 知 每 个 了 , 是 规范 的 ， 又 因为 了 ,六 
0 (CRY 4.1), 故 存在 某 acr ET, WRI Aran 50 
i=l, Ut, m. JUS A BEAR, 因 厄 米 特 算 子 的 特征 值 是 实数 ， 


HT, 的 部 分 特征 信 (TT Aa Ju Gets ERA. 
1 ial 


S a= Ta, 则 a0, B H= oT, 是 特征 什 为 实数 的 


T 


规范 算 子 , 因 而 A, 是 厄 米 特 的 .对 所 有 有 ， 都 如 此 做 并 写 . cx 一 


a, Bios T. (可 es) 入 Hs (834.9 ROT 
1 awl 1 i 
- : - ` > E 
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& H, 都 是 厄 米 竺 的 ， 即 48 TT 是 实数 ， | 


% J 6 


— . . 
1. 3; 040T, 是 正定 的 ( 非 负 定 的 ), 则 每 个 Ti 


cH: 而 H, 能 被 选 为 正定 的 〈 非 负 定 的 ) BT] eo. 
1m] 
2. WROT, 是 西 的 ， 则 每 个 T=ciU1， 其 中 U, 是 
BB Ile. |=1. 
2. 利用 公式 (名 T, )*= 名 TY 直接 证 明定 理 6.4. 
(s. 例如 著 每 个 了, 是 规范 的 , 则 可 证 
(87.)'(& r )-(87,)(87,)) 
4. Æ S>0, T>0,S-T>0 时 ， 我 们 就 简写 为 S S 
T. 设 Sis T, € L(V V3), i=l, sm, 证 明 当 每 个 Ns 
0, T;20 B, @(S,4T)>@ Si+ OT. 


5. X: ACM,, 其 特征 值 为 Assh 证 明 L949 
I,-I,@A 的 特征 值 为 Ay Ass ig fly an. 
6. iT,cL(V,V),v, EV ,i51,--,m,msdimF ,证 明 


(QT v*,0®)=0, v(vo 0)=6 € HAT =O. 
(提示 ， 参看 [21]) , 
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^ 8T. 线性 映射 的 张 量 积 


前 面 我 们 讨论 了 了 线性 映射 7,E L(V W) 的 诱导 线性 映 
MOTEL (Vo OW.) MAHER. 是 不 是 LOM, 
OW.) HARA IUS SRILA TEN. GR 
练习 7.1)。 但 我 们 能 证 明 它们 是 由 诱导 线性 映射 生成 的 . 

定理 7.1 (Sv, OW, )- GT AT. CLOS Wo» 


EROT, RT, c, T, 的 诱导 线性 映射 ， 


证 设 (errs seins fase ofa d AERE VW S 
Æ, i=l, cr, m. & Dona > Mm)s DI, 


kn). LR SeL(8 v, QW: tiui, MAT BET, 
CECHEHSETSLAELE 


TiseimÓpfus DeGuise otis j7les, kis 
. i=1,---,m. 
由 线性 扩张 定理 ， AT TE. 对 于 a€l,, peri, 定 
义 诱导 线性 映射 T3 =T mro Q @T eum vm» 则 
T9,e8- Tiayyaiei gi QT atm vem € pom 
gay vaif iaa D GO pcm vimd mam 
=O,rf%- 


- 


6 , 


于 是 5 » Cayl apeg = 5 CayOsyft= 5 Cap 


“er ver, a m Yer, eer, 


(fee Sed. 因为 CL BED.) 是 @F WH, 故 得 S= n 


Er 


了 cs。,T8,， 这 说 明 5S 是 诱导 线性 映射 7?, 的 线性 组 


yer, 
| 


在 引入 诱导 线性 映射 了 ,@…@Tw 的 时 候 ， 并 没有 说 其 
中 的 符号 @ 是 否 有 张 映射 售 义 ， 现 在 我 们 来 证 明 当 了 , 看 作 
BARS LV, W) 的 向 量 时 ， 诱 导线 性 映射 TQ 
eT, 可 作为 了 T. 的 一 种 张 量 积 ， 

定理 7.2 存在 唯一 的 张 映射 罗 使 也-(@@ Vo QW.) 成 为 
向 量 空间 LY ,, W^), Ut LO mo Wm) 的 张 量 积 空间 并 使 
其 中 的 诱导 线性 映射 TQ GT, RCT Tn). el 

证 由 练习 4.4 知 ， 定义 为 KT ist sT my =T D 
OT, 的 映射 Dg 是 多 重 线性 的 而 且 显 然 是 唯一 的 ,“ 


又 由 定理 7.1 知 T.O- OT, HR L(V OW, )> 


合 


ik (ImBb- T,9--9T.IT,€ Ly E(@ V, 
à, ). 
HA dim Im) e dinZ/ GV, $m.) 

=( dimQ V, X dim QW, ) | 


= Hi diny; . dim’, 


sey 
= II dim L( VW ,) 
i=] 


故 多 重 线性 喘 射 四 是 张 映 射 . 
于 是 可 写 WP Ted ET Be RT nET DOT n: 


即 诱导 线性 映射 QT 是 了 ,,…,T。 的 张 量 积 ， 而 符号 @ 


可 夏 作 张 映射 团 . 因此 有 LSV OW, )=L (7 W) 
了 CO 了 1 

完全 类 似 地 我 们 也 可 以 把 Maus, (ene Xn 
mo 阶 的 所 有 短 阵 ) 看 作 Mins Minan 的 张 量 积 空间 而 
使 Kronecker RR AQ-Q4, 为 其 可 合 张 量 ， 其 中 
ALE Man; 因此 Kronecker WR AQ QAn 就 是 Ais 
s An 的 一 种 张 量 积 . 


练习 7 


1. 使 用 plv, 0.)=0.@0, 来 定义 映射 p: xVoV 
QV, BR o 是 双 线 性 的 ， 于 是 由 因子 化 性 质 知 存 在 TE 
LYOV, VOV) t& T&—o, B) Tlv, Qv) =v.Qv,. 证 
HP dim/1 时 ,了 不 是 诱导 线性 映射 ， 即 不 存在 了 ,， 
T.€ L(,V) @T=T,OT,. 

2. X {ers 7,6) AV B. 定义 THEL(V ,TV) 使 

68 E j 


:用 Tue ye, 并 线性 扩张 . 令 了 = > STO ns 


Zi 
:证 明了 (v.80.)=v0@U0 Vvv cV. — 
《此 题 说 明 本 练习 第 1 题 的 个 可 写 为 诱导 线性 映射 的 线 
性 组 合 ) C 
3. 证 明定 理 7.1 中 的 {T9 ricET,, ?ES7 是 
TE 

4. RTEL(OV 8v, 并 在 @V， 上 定义 了 诱导 内 
m, 

证 明 (Tv*,v®)=0, YX EQV, OT =0. 

(提示 ; 证 明 (Tv®, u?)— 0 且 从 ze 5 u’ 只 有 很 少 
区 别 的 情形 开始 或 参看 [21]) 


88 张 量 空间 的 其 它 模型 ， 
共 变 张 量 与 反 变 张 量 


这 一 节 简 单 介绍 张 量 空间 的 一 些 常用 模型 . 


考 虚 所 有 m 重 线性 函数 f: Ly CBERRM; N SV), 
! 回忆 按 通常 的 方法 定义 加 法 和 数 乘 即 
(f Hag) Vis Vm) = fV Vn) TagO Vn) 
; vEV, a€C, 
W MC, 成 为 向 量 空间 ， 我 们 现在 讨论 它 的 维 数 和 
x. 
设 {e…e,j BV NE, {fis SERRE, BD 
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f,cV* RH fie), i,j—1,-,n. 对 于 aED mas 已 经 


Fu T] fao 是 mm 重 线 性 的 ， 我 们 现在 证 明和 TT faw | ce 
i=] im} 


Pn MA, V) WE. ERER FEMV, =, V) 是 
任 一 个 m RAEM, WA 
f= Xi Kea) Tl faw (a) 
其 中 eem Caio 
这 是 因为 ( TT foo eo TAa, CO) 式 


两 边 在 ee 点 上 取 相 网 的 值 fep) BED um E 由 多 重 线性 
扩张 定理 即 知 ( 1 ) 式 成 立 ， 另 一 方面 车 存在 cs。 EQ 使 


> cal] fan=0, 


"eU. dar E 


两 边 在 e, 点 上 取 值 即 得 co 一 0，B8 ET 故 | T[foo | a 


f=] 


ETna) 是 线性 无 关 组 ， 结 合 〈1 ) PRE MUs) 


的 基 . 因 之 也 得 
dimM(V ,--,V)2 |D mal =n” 
fà —(dimV)"- (dimP*)". ® ( 2) 
因为 MV. VRET V* ETTR AR AR, 
fidi (2) 式 和 张 景 空间 的 定义 ,我 们 很 容易 定义 张 喘 射 使 
MV, ut V) 成 为 t 个 Ve 的 张 量 积 空间 。 事实 上 车 使 用 
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&(9,,75927 [[ g RENO: XV MU , V), 容易 
f=] 


验证 @ 是 m 重 线性 的 ， 且 由 人 TT faolacPanl EMV, 
t=] 


V) 的 基 及 维 数 关 系 式 〈 2 )， 即 知 @ 是 张 映射 且 《〈Im@) = 
MV), K MOU, =, V)=QV*, 
xz 上 任 一 多 重 线性 函数 通常 称 为 mm 年 共 ( 协 ) SERERE, 


而 休 w=@(o s 9) 一 91,@…@gn=g* 为 可 合共 变 张 


量 .但 通常 也 把 任意 的 @@ V*( 张 映射 @ 为 任意 ) 称 为 共 变 张 
RAN, RAV LRA mm 重 线性 函数 的 集合 MUV, =, 
V) 就 是 共 变 张 量 空间 @V* 的 一 个 具体 模型. 


类 似 地 所 有 m 重 线性 函数 o: xV*9 C 的 集合 MCV*， 
V) 也 可 定义 为 向 量 空间 且 dim M(*, nets V*) =n", 
由 对 侦 性 ，M(V*,…,V*) 自然 可 定义 为 张 量 空间 @F 的 一 
个 具体 模型 事实 上 我 们 可 以 形式 上 定义 多 重 线性 函数 


TI «enu (V4, «+, V*), w€V, fi fH (TIo: Xa» 


jm] 


— 227 [Le(vo, g€V*. 完全 类 似 地 可 以 证 明 {TT 
‘=1 we = 


e«ola € Dua] 是 MO, …， V) 的 基 ， 因 此 车 定义 映射 


ml 


"n 


GG, o) J MAM VOY. XV* E 
fs 了 . 


任 一 个 m 重 线性 函数 或 者 一 般 的 OV 上 的 任 一 张 量 通常 称 
ZIMER GN) ud. BE 

反 变 张 量 空间 @V 534 BIS MU, V, 
即 多 重 线性 函数 空间 MV, V) 上 所 有 线性 函数 构成 的 
空间 (也 就 是 MV, e. V) 的 对 偶 空 间 )， 因 为 对 于 vE 


V, SUY DR UAE T] eM, =, VS, MUR 


(Iv) eG 92. FEMU, V). titt 


i] 


{Tl fanla€ na} 是 MUV V) 的 基 ， 但 由 定义 有 


一 [ren(eso)=6op 
i1 


ES ecoleer jf IL/«olacr.. xmas, mm 


BMV = VRM. 这 样 车 定 义 @(0,,…, 00) [Tv 则 
ri j i21 
MU, =V) 就 成为 反 变 张 量 空间 OV 的 另 一 个 具体 模 
H. nO Rne ”是 可 合 反 变 张 量 ， l 
现在 我 们 来 看 当 六 的 基 变化 时 ， 张 E E PR RU E e f 
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m. XV Bin fei, e.) 换 为 新 的 基 {els very ents 它 
们 的 对 偶 基 分 别 为 (sm fS Gens FORE 
于 QVM HH (eM eel inn} 换 为 (ella Dus W 
QV* 的 基 则 由 (Slacru) Ses {fi laEL ma}. 

于 是 对 任意 的 zE OV 就 有 

z= > Cae? = » ciet’. (3) 

设 P=lbu) 是 基 (ease) BI (esee!) ENRE 

阵 ， 即 


ey= Pues 7 一 1 (4) 
:=] 


Khe; =( S boe: }@-@ (X pirme: )= » Hi 
EX t= aEf mn =l 


念 
* Paipa. 


RA (3) 式 即 得 


Ca 一 >> IT Davies Vall mn (5) 


YEP ain 


LACAN IOS REBAR. (HERE IK At 
坐标 用 新 张 量 坐标 表示 ) 


我 们 再 来 看 @V* 的 一 个 张 量 f= >) df= 


‘a€ET m,n 


D dfl. 要 导出 de 5d} 的 关系 当然 可 以 象 上 面 屠 


TET m,a 


样 利用 orofa 到 tens f) HIRERE. BEX 
里 我 们 利用 @V* 的 一 个 模型 M sV) 来 推 ， 即 把 /看 
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AE ie AARNE — ———M io md me 


作 x 放 上 的 多 重 线性 函数 .这 时 由 ( 1 ) 式 就 有 dem fees, 
d;=f(e;)， 用 多 重 线性 展开 即 得 


KeD- (3 pmen 31 Piviar@s) 
= > I Paca Cea) 


CET m,n 


Y 


wE d; = M II Paiwindas Vy € Pss. (6) 
=f 


这 是 共 变 张 量 的 张 量 坐 标 变换 公式 ，( 利 用 张 量 空间 的 同 构 
性 质 ， 显 然 〈 6 ) RETO 的 其 它 模型 也 成 立 ) 
(5 ) 式 与 ( 6 ) 式 有 点 体现 了 反 GHD 变 张 量 与 共 (H) 
变 张 量 名 称 的 含义 ， | 
另外 反 变 张 量 坐标 的 变换 公式 通常 也 写 为 新 张 量 坐标 用 
旧 张 量 储 标 表示 的 形式 ， 不 难 推 得 〈 5 ) RTSH 


= > II Q«tovipCas. V y €I's, (7) 


eer t=] 


其 中 Q=(qij)= (Py. 由 第 一 章 练习 9.4 A, Qi JE 
P. {firs UV Fas E {fr , sry fal PRIER, BARE 
矩阵 . 

最 后 我 们 简单 介绍 一 下 混合 张 量 空间 的 模型 张 量 空间 


VG--SVOr*e--GV (hia V2, op RR BH 
变 张 量 空 间 〈 混 合 张 量 空间 )。 完 全 关 似 我 们 可 以 定义 张 A 
NOS RRM MIMD S Pr.) ANTE | 
的 一 个 具体 模型， 
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ELLE 通常 芭 V* EANA 
E aos £O. ERMOSSSESNVSY) 的 一 组 基 
就 是 | 

[Teo I] fanla EL rar ers... 
所 说 的 张 映射 自然 应 定义 为 
tO Reams s Eas Jeans faan= He TI faon 


: 并 进行 多 重 线性 扩张 ,而 Vi 的 一 组 基 则 可 写 为 
[esc eam fai f sco . 
=e Qf fla EL pas BED.) 
ABTA, Wt V 的 一 组 新 基 为 {ef ,…,e:}， 其 对 侦 
基 为 {fists fit, WHE-KE gEV, 就 能 表示 为 
g= È, Ief? 


Erp, n FET Gs 


= >) greer RQS 


YEL p,n 2 RSG, 


-把 g 看 作 多 重 线性 函数 ， 类 似 于 公式 ( 1 ) 就 有 
Gap=If ais s facts gis» 8g)» 


gro o g burs» Pans essel). 
注意 到 /= aufs ej S puen Galen, RAER 
fos] 1 一 
即 得 混合 张 量 坐 标的 变换 公式 ， 


p 
, — 
Jro F 5 II Daca 


FEF, a BELG, g 1=1 


15 


a 
. II PathonGaas 
i= 


V PEL pn 0 ET an. (8) 

张 量 坐标 变换 公式 《6 ), (7) 58 (8) 对 于 实际 张 量 

的 计算 是 很 有 用 的 ， 某 些 著作 还 把 它们 作为 张 量 的 定义 ， 但 
这 里 我 们 不 再 讨论 下 去 ， 


练 习 8 


1. 试 定义 一 个 简单 的 张 映 射 团 : XV* -> 上 (QV, C) 
=(QV)*, #8 RV*=(QV)*. 

2. 证 明 XV, 上 所 有 m 重 线性 函数 的 集合 MU. =, 
V.) 可 作为 Vite. Vt 的 张 量 积 空间 的 一 个 模型 ， 

3. b M( Vn W) 表示 所 有 mm 重 线性 映射 


p: XV,—W BUR EI ES I EEA) E dim MCV' 


VW) =dim W. ]] diwr.. 
im] i 


(提示 ; Y V, 的 基 为 {er sins} W 的 基 为 {wy 
Uu). X v; >, aue; CV,, EM Q vai, Uy Um) 一 
j= - 


IIa. pel (ms, tim)» k=1, Ut, Me 证 明 Qv 为 
f=) 
MI(V,, 3 V4:W) 的 一 组 基 ) 


第 三 章 ”对称 多 重 线性 映射 
张 量 的 对 称 类 


本 章 讨论 张 量 空间 的 各 种 对 称 类 〔 子 空间 ). 它 们 对 于 研 
究 具 有 一 定 对 称 性 质 的 多 重 线 狂 映射 起 着 重要 的 作用 ， 它们 
是 现代 分 析 、 微 分 几何 、 理 论 物 理 、 量 子 力学 等 学 科 的 有 力 
IR. 本 章 用 到 群 的 特征 标 正 交 关系 ， 不 熟悉 群 表 示 论 的 读 
SWB AR. . 


JE 


这 一 章 我 们 都 是 讨论 所 有 ,都 相同 的 张 量 空间 天 @… 
GV- @V， 而 且 随时 可 以 认为 是 内 积 空间 .我们 总 假定 
巨 一 {e，…:ev} 是 /的 一 组 有 序 基 , 于 是 Fe 一 (e? y CP na) 就 
GV 的 一 组 有 序 基 (规定 按 字典 次 序 排列 ). 又 当 巨 是 内 
积 空间 人 的 规格 化 正 交 基 时 ， 则 E。 关于 诱导 内 积 是 @V 的 
规格 化 正 交 基 . 

对 于 coESn(m 阶 置换 群 ), 定 义 映射 

P (1,04) 77,71 (0) BV ms EV, i=l, m. 
容易 看 出 oi XV-> OVE m 重 线性 的 ,由 唯一 因子 化 性 质 知 
存在 唯一 的 TEL(C@V, OV ETO =p, MT 0% m vu 


Qum. T 称 为 张 量 空间 OV LN ERT, ERT oid 
7 7 


作 了 = Pl(o). 于 是 可 写 P(o)v*=v9-1, 也 有 P(o7)v*— v3. 
首先 容易 看 到 置换 算 子 P(o) 关于 基 Ee 的 矩阵 表示 是 
置换 和 矩阵， 其 体 些 就 是 ， 
定理 1.1 对 于 任意 cESw。 有 
(LPCa 358. = 00.80 a,B EL mon 


证 [375 P(o)e? = P(o)egu 9 Gegon 


— €g(o7!u»Q Qe poin 


=ef! 5 Oa.pon'€es VB EL m.a- 


Moti ped HE AB t 
[PCo)Y o (da, Bo-iacrma » BARRETT BRE 
Perm,n 
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置换 算 子 对 于 我 们 往 后 所 要 研究 的 内 容 颇 为 重要 ， 我 们 . 
把 它 的 一 些 性 质 概括 为 下 面 的 定理 . 

定理 1.2 设 o,rES。， 则 有 

(a) P(oz)-P(o)P(a). 

(b) P(e)- I. (e E S. 的 恒 等 置换 ,1， 是 张 量 空间 


GV 的 恒 等 算 子 ). 

(c) Plo) 是 可 逆 的 且 P(o)=P(o). 

(d) P(c) 关 于 @F 的 诱导 内 积 是 西 算 子 ， MP) 
zP(o)*. 

(e) fiin dimy>2, WA P(o) - PGOS BUS o= 
4. 


(f£) tr(P(o)) 9n ?, Kip n—dimV, c(0)J& o 分 解 


为 不 相交 的 循环 置换 乘积 中 因子 的 数目 包括 长 度 为 1 的 循 
REM). 
证 (a) MEXAPCo Plaju? = Plovi- =v- 
=v a= P(on)v*. 
(b) 是 明显 的 . 
(c) 由 (a ) 与 Cb ) 邵 得 . 
(d) 由 诱导 内 积 定 义 有 


CP(o)oeae)= TIG) = Ton) | 

— (v*, uf) - (99, P(o7)u*). 

让 可 合 张 量 生成 @V MAPCO) — P(o7) = P(o)*. 

(e) 由 dimy>>2， 故 存在 线性 无 关 的 e,, e;EV. 
令 0,7 e, -he,, b 1, m, B ft ij B, U; 与 Us ER 性 
无 关 的 . MER P(o)= PCr), W v8-1=v9-1 40, HBO 
定理 3.3 知 voio 与 we- 线性 相关 ,因而 07 G0 9 27 (D, 

3 一 1 m, 故 or 一 ro 一 .反方 向 的 结论 显然 ， 
(f) 由 定理 1.1 有 tr(P(c))= SS) s. 


JI 


» ao a= | {a EL msl ao=a}|. 此 式 表 明 PCo) 的 迹 就 


是 满足 ao=a 的 所 有 af B. Mii oD HH clo) +A 
相交 的 循环 置换 的 乘积 时 ， 容 易 看 到 对 于 每 个 循环 置 换 ，a 
对 应 的 分 量 必须 相同 ， 但 它 可 独立 取 个 不 同 的 整数 ， 于 是 
trC(P(o))=|{a€T mal ao=a}| =n, I 
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《本 节 定 理 可 参看 [12]) 


5 J 1 
l1. AS m» 1, ERE o =e R dim — 1, BM PC 
不 是 诱导 线性 算 子 .( 即 不 存在 TrEL(V,V) 使 P(o)==@T,》 
2.， 设 + 是 5 的 一 个 对 换 , EH PCr) SRATE 
导线 性 算 子 之 和 ， 则 hk 过 nm? (n=dimV). 
(提示 ， 第 二 章 练习 7.2 和 练习 3.5) 
3. 假定 dimy >l, 证 明 o> P(o) BR Sn BI — 4S By By 
ETER. 


$2 VRESAEMN, MUR 


现在 我 们 从 分 解 多 重 线性 映射 为 各 种 对 称 部 分 开始 ， 引 
入 本 章 的 重要 概念 一 一 张 量 的 对 称 类 ， 
一 个 多 重 线性 映射 5: XV IV 称 为 完全 对 称 的 ， 如 果 对 
于 所 有 o € S。 均 成 立 
VJCUsqc 5 ** Vom) = 9(71,** Vm) C 1 ) 


对 于 任意 的 多 重 线性 映射 p: XV9W, 容易 构造 一 个 完 
全 对 称 的 多 重 线性 映射 如 下 ， 令 
1 


le(v,,- SL mE NC 'sUctm)- 
ml ses m 


1 
lelox" Uem) ^m 2 LM 'sUsctm) 
. OES m 
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ie 


ml 5 9.0579: ) = lV Um) 
TES m 


知 le RCL). 1e 被 称 为 @ 的 完全 对 称 部 分 ， 
满足 (1 ), 则 


2l $CUsoc * 5Ucin) ) = (vi, tUm). 《 2 ) 


EIE EC )， 类 似 于 前 面 的 推导 ， 也 满足 人 1). KK 
《1 ) 与 ( 2 ) 等 价 . 
类 似 地 若 多 重 线性 映射 对 于 任意 o€ S, 满足 
PCV Vom) m (0) (i Um)» (3) 
WR YA 反对 称 的 ， 且 ( 3 ) 与 下 面 的 式 子 等 价 . 


-. 之 e(07 )d(vsc Vom) = V 9o Um). (4) 


m! 
对 于 任意 的 多 重 线性 映射 p, 令 
CA oo) 一 Dd) e(07)9(vs Poi) 


ES m 


容易 验证 eo WEC) 〈 当 然 也 满足 ( )). er 称 为 p 关 于 G 
的 反对 称 部 分 . 
当 m==2 时 ,gq 就 等 于 完全 对 称 与 反对 称 两 部 分 之 和 ， 


EI 


Bp 


llv: ,02) + eg (7,502) 
- iG sU) 9 (05v1)) Va Goose (un) 


-gQ9(w5U) 
ALLEE p — 1e Feo. [H4 m>2 h}, 一 般 就 不 仅 是 这 两 部 分 ， 
下 面 我 们 用 群 的 特征 标 理论 来 刻画 其 它 "a. 
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设 C 是 So 的 子 群 ， X ERE G 的 不 可 约 特征 ,你 《者 ME 
录 )， 如 果 多 重 线性 映射 y: XV ^W 
o 237 9G" Uaim) = wore *9Um) 


(5) 
则 y 被 称 为 关于 G 和 X 对 称 的 ， 《完全 对 称 和 反对 称 是 (5 》 
的 特殊 情形 ) 


对 于 任意 的 多 重 线性 映射 pi XVW, 4 

Je Ch 50m) = FET 32 (07 Yo Crist ras 

则 Xo 满足 ( 5 ), 事 实 上 利用 不 可 约 特征 标的 正 交 关系 即 得 
is Xp eue 


=) 2,47) a »» X(o7*) 


* goto» +" sUea(m) 


“er (Spx oo PLNS; 


《附录 定理 4.2) 
= Xo Wist Vn). (6) 
Xo BA o 关于 GAX 的 对 称 部 分 . 
这 里 要 注意 ，X。 仍然 是 多 重 线性 映射， 又 若 PAS 是 
关于 G 和 YX 对 称 的 《满足 ( 5 )), 则 X==y. 
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现 假 定 1(G) 表 示 G 的 全 部 不 可 约 特征 标 ， 则 
D kood D AES x07) 


XeETfG) X ETIG) 


N 
° 9 Cs» eaU gimi 


Eler 2) X(e)X(o7) Jo Carns Vew) 


ccc €1(G) 

= 6, 719 (0o Voum) (附录 定理 4.10》 
CEG 

=p CVs Vn). (7 ) 


这 就 是 说 o 等 于 所 有 对 称 部 分 的 和 ， 即 D =p. 
xe€l1(G) 
我 们 知道 张 量 空间 QV 的 张 映射 @ 是 多 重 线性 映射 ， 故 
也 有 关于 G 和 XX 的 对 称 部 分 Xe， 因 而 有 
>) %e=®. (8) 
xel(c) 
因为 X。 还 是 多 重 线性 映射 ， 由 唯一 因子 化 性 质 知 ， 存 
在 唯一 的 线性 算 子 记 作 TCG,X)E LV , DV), 
Xo=T(G,X)® (9) 
Bp Xe(v 7, Un) =T(G,%)v®. 
另 一 方面 ， 由 对 称 部 分 的 定义 有 


18 > Yo-DQ(ooo， Usi? 


Xo(7 505) 


= X(e) -1 人 一 X(e) ~; 一 1 8 
=TE] 2j XCo^)v? Gl axe Dac » 
` ga | 


Um). 


T(G,x)- i> S xo) Plo). (10) 


算 子 T(G,X) 可 看 作 把 张 喘 射 @ 变 换 为 对 称 张 映射 Xe 
(( 9 ) 式 )， 因 而 称 之 为 对 称 化 算 子 . 它 也 是 本 章 的 重要 概念 ， 
它 的 主要 性 质 可 归纳 为 ， 

定理 2.1 X, u ERGS. NTR) 的 不 可 约 特 征 
标 ， 则 有 

(a) T(G,XY-T(G,X). 

(b) M T(G,X)=1, 


xE1(G) 
(e) T(G,2)*=T(G.X). GETQV 的 诱导 内 积 ) 
(d) 车 Xz#4; 则 T(G,X)T(G,n)=0. 
证 (a) 推导 同 于 (6 ) 式 ， 这 里 不 妨 重复 一 下 ， 


T(G,xy- fa D DXCo) PP) (A= 02) 


AED (Do) 


e XCe» _ 
TARR D- X(e P X(OPQ)-TG,X). + 


(b) 把 ( 9 ) 式 代入 ( 8 ) 式 即 得 ， 也 可 象 (7 ) 式 那样 
Y» TCG)= 5 AA Y a o)PCo) 
x€I(cG) CEG 


x€ 1(G) 


: 84 


-Dh X XxGXGa)) PG) FG). 


cec 


(e) TG 208 =). S Xe) PC 
= E Dom Po) =T G4). 
(d) 它 可 由 ( a ) 与 (b) 推 得 (第 一 章 综 习 8.3)， 也 可 
直接 计算 如 下 ， p 
T(G,X)T Gp) = AC) S xo) 
-u(a)P(ow) | ul 
ARRO DDow) o=o. 
出 录 定理 4.2) | 
这 定理 的 ( a ) 说 明 T(G,X) 是 @V 上 的 投影 算 子 ， 它 的 
BUTS AG), BRK Gnome RS, Hn 
VG)=ImT(G,X)= (lmXe). 
QV 定义 了 诱导 内 积 时 ， 由 ( a ) 和 ( c ) 知 TCG,X) 还 是 正 
交 投影 。 于 是 利用 (b ) 和 第 一 章 定理 8.2 即 得 下 面 的 重要 分 
ER. . 
定理 2.2 张 量 空间 BV 等 于 所 有 张 量 对 称 类 的 直 和 ， 


即 Q= E VG). 


x€1(G) 


又 当 @F 定义 了 诱导 内 积 时 ， 上 式 还 是 正 交 EA, MES 
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L(G) = 0,24), WE 
GV «V (GL LV zG). I 

对 于 固定 的 G AX, 即 在 同一 个 张 量 对 称 类 信 -(G) 上 讨 
论 问题 时 ， 我 们 以 后 常 写 对 称 张 映射 Ye 一 炒 ， 并 采用 如 下 的 
记号 ， 

T(G,X)v9— XlV Um) mU, RU 

z 称 为 张 量 对 称 类 V AG) 的 可 合 对 称 张 量 (或 可 合 元 
B).AAVAG) 由 可 合 元 素 生 成 ， 故 可 到 可 合 元 素 作为 Æ 
| CARER 4%). 

下 面 的 定理 说 明 张 量 对 称 类 对 于 研究 对 称 多 重 线性 映射 
的 重要 作用 ， 它 把 一 般 的 对 称 多 重 线性 喘 射 间 题 化 为 线性 映 
射 问题 ， 即 对 称 张 映 射 具有 对 称 因 子 化 性 质 . 

定理 2.3 MRY: XVW 是 关于 G 和 对 称 的 多 重 线 
性 映射 , 则 存在 唯一 的 线性 映射 T,ELVAG),W), 使 y= 
T,*, B 

$(7,, Un) =T ,v*. 
证 ”首先 由 @@ 的 唯一 因子 化 性 质 知 ， 存 在 唯一 的 TE 


L (BV ,WW), 使 $= 了 @. Lh v RFC Ra 对 称 就 有 
Vn vn) =EL S ao) Cosa Vam) 


一 der 2 2 X(a7 )Tv8 


=T iem 2; X(o7')P(o7)v9 
=Tv*. 
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于 是 同 于 第 一 章 定 理 7.1， 知 存在 唯一 A T= Treo 


LY G), W), fi ced 
(o o Um) =T yut. . | 
(本 节 定 理 可 参看 [31]) 
练 yJ 2 


1. 证 明 对 于 xEG 有 了 P(x)T(G,X)=T(G, X)Pla). 
RX(e)=1, Wl 
POTG, X) =X(a7)T(G, 4) 
(GBR: MP X(e)=1N, Xlor)=Xlo)Xla)) 
2. 证 明 对 于 ce G, P(o )vtov$. ,又 若 X(e) 二 1 时 ， 
则 oF = xo)v*. 
3. 车 Xx(e)=1, EH p: X VW XCPGRUOE MC 
满足 (5 )) 的 充 要 条 件 为 
Uso» 7 Vegi — X(o)9 (v, 08). 
4. 假定 fons f EV* BRM, ENS RRE BOE 


p: XV>0, p= S. XGOTI fcw BHF GROSS 
5. 证 明 多 重 线性 映射 g:xV oW 关于 S。 是 反对 称 
( 即 满足 ( 3 )) 的 充 要 条 件 为 对 于 任意 的 i 于 j， 当 w=u 时 ， 


y(v, 7,75) —0. 
(提示 ， 置换 o 可 表示 为 对 换 的 乘积 ) 


83 对称 张 量 的 一 些 性 质 


张 量 对 称 类 六 x(G) 是 张 量 空间 @7 WTZ, VCW 
l 87 


PMI OE OIE EA Om CE EEE ANN NNN A RRE N a eia e. E ae 


可 合 元 素 一 般 并 不 是 @F 的 可 合 元 素 (定义 不 同 ), 但 也 有 一 
些 类 似 的 性 质 ， 试 比较 之 (注意 ， 当 G={e} mt, Vy (e) 
@V. 帮 张 量 空间 @V 是 一 种 特殊 的 张 量 对 称 类 .于 是 :CG) 
的 一 般 性 质 自然 也 适用 于 名 六。 另外 本 章 都 认为 G E Sn 的 
THÉ, XC 是 群 G 的 不 可 约 特征 标 而 不 一 定 每 次 说 明 》 y 

定理 3.1 车 w* 十 … 十 u* 二 0, 则 对 于 任意 的 关于 G AX 
对 称 的 多 重 线性 映射 y: XVW, RE 

BO Un) 二 pus Un) =0. 

证 Hy ESI2.3, MEET: ELV (G) W) BCU, 9 
Un) =T xv*, 也 有 PU st sum) =T yu*, 于 是 PCs Um) t 
T P(t set tm =T (utte ut). | 

定理 3.2 Feu, Ke Kvn =0, M v, v, 线性 相关 . 

证 假定 v*=0 而 v,，…, vn 线性 无 关 ， 则 可 扩充 它们 
TARV E vs s vs 这 样 {000w@…@vimw|oEG} 就 是 


@ 太 的 基 {ovw@…@orm|>ETw.} 的 一 部 分 ， 因 而 是 线性 
无 关 的 . 现在 


l Out = D S ao) rs, 
o€cG 


故 必 然 所 有 系数 都 为 0 ,但 X(e) 70, IEF EGLI 015-500 线 
性 相关 . I 
定理 3.3 F v* =u* £0, MCU, Un) = Cy ye thm) « 
证 PW = Cory snd. dB esse BW hy Hey 假定 
ASE u € W BABA AG FE fle. y+ CeCe es = uis Cates 
950, BOW V 的 基 ， 设 e,,…,es 的 对 偶 基 为 Aefa CV, 
那么 B L2 
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当 Rk<r<n B, f, (01) 50,j 1, ,m. ( H ) 
41<s<kit, fí(u)—0..- (2) 


对 于 aC Dany BME [I ao Em BRB, i 
@ 的 因子 化 体质 ， 知 存在 TE L (Y COR J] fawT. 


@, Bu ésto T.o*, 特别 有 Tse9?= T] Fauler) 


zw, y. 


现在 由 v* 关 0， 就 一 定 存在 PEL mn d TQ ut #0 (AR 
Rig, Bot= M ayes, 就 有 O=T vt = >» ayT pe? 


YErm,n YEP min 


= 4 2,05, 705: YP EL mas 这 说 明 v* —0,2P f, 于 是 


rE? 


0#T ,v* = x(e) D)X(o7 JT gv? 
IG] 44 


HRB LEL ne (否则 便 有 某 8(t)> 有 这 由 (1) 得 (3 ) 的 
右边 为 0， 矛盾) 但 由 有 ED 及 (2 ) 式 又 得 T gv* 二 T 了 pu* 二 


ALS x(e7)]] foten) = 0. MF BEA A u, E 


(0, 7v,» ,类 似 可 证 每 个 VE unus. I 
定理 3.4 RV ERRER, VAG) 上 定义 了 相应 的 诱 
导 内 积 ， 则 l 
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(v*,u*)— (v9,u*) =(v*,u®) 
= oe Sx) J Gens; . 
vVv*,u* CV ,(G). 
证 因为 T(G,X) 是 正 交 投影 ， 故 有 
(u* ,u*) 2C(T(G,X)v*,T(G, Xu?) 
—(v9,T(G,X)'u9) =(v?,u*) 


= (a OGE 


= tee > X(a) I uo. I 


定理 3.5 设 e,,…,e, 是 内 积 空间 广 的 规格 化 正 交 基 ， 


则 


(a) (EASD (398 pe a BET mas 
2zeG 


Cb) Per hth) SY xlo) vae... 
其 中 Ge={o€Glac=a}. — 
证 (a) 注意 到 {e?|cE 太 。。} 是 @F 的 规格 化 正 交 基 就 有 : 


(etet)e (et, e$) m ECC M 


_ XCe) a (e) 
=o] ÈX Co )bao 47-6] 2: (08. po. 


(b) AEs Baa RAE Let =A Y ao) | 
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baas =Z 
Ó ac IG] 名 X(a). i 


容易 验证 对 于 aC Pans Ga={oEGlac=a} 是 G 的 子 
群 ， 称 为 G 对 a 的 稳定 子 群 ， 它 是 由 G 中 对 a 置换 后 不 变 
的 那些 置换 组 成. 
下 面 是 张 量 对 称 类 维 数 的 一 个 计算 公式 . 
定理 3.6 如果 din —n, NJ 
dimV (G) =E Sxl, 
EC 


IG] 
证 因为 T(G,X) 是 投影 算 子 ， 由 定理 1.2 及 第 一 章 定 
理 8.1 得 
dimV 4(G) - o(T(G,X)) - tr(T(G,X)) 


= 19 >) %(o)tr(P(o)) 


XCe) - 
一 X VF ) 。 
IGI 之 C | 


(本 节 主 要 定理 3.3 参看 [25]) 
练 习 3 

1. Bes, en 是 VV 的 规格 化 正 交 基 ， ERË aCQ,, 
(严格 增 序列 的 集合 )， 则 | et e AC 
22. Resse, 是 VV 的 规格 化 正 交 基 ,a ED nay t EG. 
证 明 (e*,e*， =- 2 XC). 

3. 假定 msn, WEAR VlG)#{ 0}. 
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seam s ur ee tic mme cosmic epe er npn stent rte t 


4.。 设 % 是 G 的 不 可 约 特征 标 ，aE7 mar 证 明 


TET Dy AGREE folia 4 
GER: HIRE G。 上 的 限制 ) 


$4 张 量 对 称 类 的 基 


_ 上 一 节 定 理 3.6 给 出 了 计算 张 量 对 称 类 维 数 的 一 个 公式 ， 
我 们 已 经 看 到 仅 从 这 个 公式 去 计算 Vx(G) 的 维 数 就 不 太 简 
单 ,可 以 想象 构造 Vx(G) 的 基 就 更 不 是 很 简单 的 事情 (一 些 
特殊 情形 除外 ). 为 了 构造 Vx(G) 的 基 , 我 们 要 分 为 两 步 ， 第 
. 一步 把 让 x(G) 再 分 解 为 一 些 轨道 子 空间 的 直 和 ， 第 二 步 构 
造 各 轨道 子 空间 的 基 . 为 此 我 们 先 对 集合 Du 进行 分 解 . 

WE ACD nay RAT a= {aolo CGE Dine FEE 
af) G 轨道 或 轨道 ， 故 &,p 属于 同一 轨道 当 且 仅 当 存在 
oEG 使 a= fo. 显然 两 个 轨道 或 者 重合 或 者 不 相交 ， 因 此 
三 。。 可 分 解 为 车 于 个 不 相交 的 轨道 的 并 . 

现在 我 们 把 每 个 轨道 中 按 字典 排列 的 第 一 名 挑 出 来 组 成 
一 个 集合 ， 叫 做 轨道 代表 集 ， 记 作 A， 于 是 有 

Tm = (To. 


A 是 个 重要 集合 ， 它 与 m，n，G 有 关 ， 它 的 元 素 OW 
列 ) 数目 等 于 轨道 的 数目 ， 我 们 来 看 两 个 具体 例子 。 
例如 对 于 "m AG=S,, 则 "anm 分 为 不 相交 的 4 个 胃 


—————SG— RENE cm- 


{(1,1,1)}; 
(,1,2)5,05,2,15, (2,1, 0 
1(01,2,2),(2,1,2),(2,2,1))5 
((2,2,2)). 
这 时 ， 集 合 A 由 4 个 序列 组 成 ， 即 | 
^-((1,1,1),01,1,2),(1,2,2),(2,2,2)). 
jpg D. HG 由 单位 元 和 一 个 对 换 组 成 ， 例 如 G= 
{e，(1 2)), 则 栈 ,,; 就 被 分 为 6 个 轨道 而 A 则 由 6 个 序列 组 
”成 ， 即 
A= C105 5,2)5052,0,052,25,0,2,0, 
(2,2,2)). 
以 后 我 们 用 符号 a 表示 序列 a 按 字典 次 序 严格 地 排 
在 之前，a<B 则 表示 a 在 8 之 前 或 相等 ， 下 面 的 结论 是 


显然 的 . 
定理 4.1 设 A 是 六 .对 于 CG 的 轨道 代表 集 , aC nns 
则 aC ^ 的 充 要 条 件 是 aao, YoE€G.， | 


由 于 集合 A 中 的 序列 在 所 在 轨道 中 排 在 最 前 头 ， 故 人 与 
不 减 的 序列 集合 Cnn 有 善 密切 的 关系 . 

定理 4.2 设 A 是 六 对 于 CC9。 的 于 群 ) 的 轨道 代表 
集 ， 则 有 

(à) G,,CA. 

(b) MRG=S,, MA AS Gnn. 

(c) WWR mn, ^—-G.,., WAG=S n. 
证 (a) 假如 cEC。， 那 么 ac 和 coyyoEG, 故 <cEA， 

(b) X aCA, Wfrig o CS, li ao C Ga. CA lI acm 
ac € G,,. : 
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(c) 假定 G 关 S。， 则 存在 置换 rf G. 令 a=(1,…,1m)、 
由 man 知 gEGnmn， 显然 ar 与 a 不 属于 同一 轨道 (否则 就 
FE o CG 使 aro=a, 因而 to—e,r=0" CG FB), FE 
XHMEAB[zCG, arr#a. W an G, e VxCG. 因此 A 有 一 
序列 (包含 ac 的 轨道 的 代表 ) BAF Gnus QH A= Gnn F 
Jü. i 

下 面 是 关于 集合 A 的 一 个 常用 组 合 公式 "1. 

定理 4.3 设 p: 太 -一 丈 ( 向 量 空间 ) 是 任意 的 映射 ， 则 


5, ey= Srey glao). 


证 因为 人 ,= Ura BST a= {atisar} Cri 与 
a 有关), 就 有 
3 oM p(y)= 2) > plati) 


YEL m.n TEA YEl'a 


=5 Té; " 2; plao). 


上 面 最 后 一 个 等 号 是 因为 co 当 o KR G 时 每 个 av; 都 重复 
[G.| 次 ， 而 这 个 事实 则 由 下 面 的 等 式 表明 . 
| {o EGlao=ari}| -1(o€Glaor;' —a)l 
-l(zcGlaz-a)|-|G.l,j1,--,R. | 
B E= {ese FeV WE, RAN Mi eo] pC Du HE 


QV Hie. 由 张 量 对 称 类 及 A 的 定义 就 有 
VQ) etly ED ma) = $3 6b Stet 


Yl on aca C&G 
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= S <eF |o€G). | (1) 


(62,10 € G) 称 为 轨道 子 空间 ， 我 们 先 来 看 这 些 轨道 子 
空间 之 间 的 关系 . 

定理 4.4 KRE=f{e,,-,e.) PARZE V HARKE 
SH, Ha B 分 属于 不 同 的 C HH, 则 (ez,e3》)=0. Ha, 
B 属于 同一 个 G 轨道， 则 ez 一 1e 四 | . 

证 定理 的 前 一 部 分 由 定理 3.5(a) 表 明 ， 因 为 这 时 对 任 
何 cEGC,c 关 po. 后 一 部 分 由 定理 3.5(b) 我 们 只 需 证 明 对 于 


= B6, (0€ G), VE E X(0)= Y] x(t). WHE om 
oEG, rEéGp 


B6, 首先 容易 证 明 Ga 与 Ga ERB T 群 ， Bp G,207G$40 
(534.2), fAIECRU PPE REE ES BA RS 


SM x = Sx) = BD Xo) 


EGA TEGS ceo! 650 


= M Xo). m 


eec, 


此 定理 说 明 ， 对 于 aEL meot ez =0, 则 et,=0,Voe 
G. 又 由 定理 3.5, el HO 的 充 要 条 件 是 DS) X(0) +0. 


ES 
A-(a€A >) X(o) #0}, | (2) 
ecc, i 
则 有 下 面 结论 ， 


定理 4.5 RE=le, eV ME, 则 
95. 


Vi(G)= >, sete lo€G) , C3) 


且 ( 3 ) 为 直 和 . 

证 因为 当 aE€A 而 ak AWM, eF=c?,=0,VUCG, E 
(I) 式 简 化 为 《3 ) XX, XE V NM 五 成 为 规格 化 正 
交 基 (第 一 章 定理 6.3), 据 据 上 一 定 3 ) 的 各 轨道 子 空间 
就 成 为 互相 正 交 的 ， 即 ( en "at 3 ) 是 下 和 .1 

(2 ) 式 定义 的 A 又 是 个 重要 集合 ， 它 除了 与 msn:G 有 
关外 还 与 特征 标 多 有 关注 意 A 与 人 ———— 
为 了 了 解 入 中 序列 的 构造 情况 ， 我 们 来 证 明 一 个 与 定 XE 4.2 
有 点 相似 的 结论 . 

定理 4.6 设 入 的 定义 如 (2 ), 则 有 

(a) Q,,CA. 

(b) fum G-S.HX-e, WA A-Q.. 

(c) ZURiI«mEn.A-—Q...3UA G-—S, E X-—e. 
”证 (a) HNAQ..CG..CA^, 43$0€Q«., WGe= 
{Le} ac. 

(b) HG-S,,BIDELG,,—5. BE v €^ By €Q,., 
WA iAy) ELR r= 门 , 则 rEG,. 注 意 到 
sr)= 一 1, 就 有 >)，s(o)= M, elro)= 一 >, (e), 


EG, 


Wo DS) eo)=0, yE. RR HW A= Qnn (用 (a)) 

(c) Hiücmzna-(1,,i—1,54,/42,-, m)€ 

Ga, Bag A (AWA =Qnn) S, X(0)0. BUE 
7€6, 
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对 换 (i H+ DEC 会 造成 G。={e} 与 少 ;X(o)=0 矛 盾 ， 故 
c 


WRG i 十 1)EGi 二 1,…,m 一 1, 这 就 证 明了 G-S,. 又 由 
rz 一 iDEG;,Go=terj 及 D Xo) 0 RE XC) 


9€G, 
X(1)20.id &—XCe)JE Ut Sé DERSHIE Hk Ur VSABDPEXCOR JJ 
A,Wdix(r) m trCA(0)) = 一 k, 可 得 A(7)== 一 Ti( 练 习 4.1). 
现在 对 于 任意 o€G, 由 o 可 写 为 形 如 (i 1 十 1) 的 对 换 的 乘积 
Bil OST, e T, 就 有 A(o) — AC, ee t,) — (7) Ut A(t, = 
(— U'D, TH Xo) =tr(A(o)) =(— 1)" k=e(4,) elr, )k 
=kelo), YoEG. 最 后 由 X 不 可 约 即 得 X=e. I 

通常 还 引进 一 个 序列 集合 
Q={aET,., | S x(o) #0}. 

这 样 又 可 以 说 eT 40 的 充 要 条 件 是 EQ. 集合 8 与 大 的 关 
RN Q-(acla€ A,0EG}= Y T. BHA =ANA. 

前 面 我 们 已 经 把 这 x(G) 分 解 为 轨道 子 空间 的 直 和 (( 3 》 
X). 故 只 要 找 出 各 轨道 子 空间 的 基 就 构成 了 三 x(CG) 的 基 . 
为 起 我 们 先 证 明 关 于 轨道 子 空间 维 数 的 结论 , 对 于 acus 
记 

Sa=dimle*,|o € G». 

定理 4.7(Freese) XPTaCcDl.. 。 有 


证 我 们 知道 Co 是 C 的 子 群 ,对 于 +EG, 集 合 Gor= 
97 


{ort| oE Ge} 称 为 G。 WAHRER. 容易 看 到 G. 的 两 个 右 陪 集 
或 者 重合 或 者 不 相交 ， 故 存在 tis ote, 使 G DAR 个 不 相 
ZENS BREE Cor，…Gor， 且 有 RIGCol=|1Cl .显然 轨道 六。= 
(ani, s aTa) MEAW a= lello EG, W E; —(e2,,, 
el. ,] LAE W a 的 基 . 
HNW. BRE P(o) 因 而 是 T(G,X) 的 不 变 子 空间 ， 

MT(G,X%) FEW. LMR TCG, 4) T(G. X) wa EW 
上 的 线性 算 子 而 且 显然 是 投影 算 子 《第 一 章 练习 8.8)， 


RERIT AG, 30) “= C- C) EMis 则 由 
TCG, AW a) =T(G, Xelo €G)) 


=(et|0€G), 
就 知 s, —dimtez,lo €G)= p(T (G, X))=te(T AG, 3». 
=tr(C)=p(C). 
下 面 计算 矩 阵 C-(u.mNN 
T(G,X)e*. met, DN X(o)e$, ji 
X -1 e 
= n 2G tj)e?, PA 
= 从 条 D D rivet. 
-> dee SMO meh, 
j=l; sk. 


HS em NE UUR 
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cunt 


) 5 X(Crriozr)。 


于 是 sa=tr(C)=) c6» rar x x(o» - X Ke) 


M Xo). 


s€6, 


KaCE, Het, = 了 1 cwe?, RoC) =s ENR 


到 矩阵 C 的 s. 个 线性 无 关 的 列 〈 例 如 可 通过 对 C 的 行进 
行 初等 变换 而 找到 )， 假 定 它们 是 os.) 388a0— 
Qis s 0015,70, 则 (ez, 7502, ) 显然 就 是 轨道 子 空间 
et |oC@ NE. 为 了 后 面 推导 方便 ， 通 常 取 w, 一 a (AT 
办 到 ). 

现在 假定 入 按 字典 次 序 排 列 为 和 一 {c, byo}, 对 Boy 
等 也 象 上 面 那样 找到 各 轨道 子 空间 的 基 ， 于 是 我 们 就 得 到 有 
序 集合 (不 一 定 字典 次 序 ) 

一 fa CD 
因而 也 就 找到 了 三 x(G) 的 基 {esloE 从 }. 

注意 ， 按 上 面 的 规定 有 ACA. 又 我 们 将 信 的 元 素 的 上 
. 述 排列 次 序 称 之 为 胃 道 次 序 〔 这 在 后 面 要 用 到 ). 

从 集合 人 的 构造 过 程 ， 可 以 看 到 集合 人 一 般 不 是 唯一 
的 ， 但 因为 A. 入 和 和 矩阵 C 都 不 依赖 于 六 的 基 {e,,…,e,), 故 
Aus V HERA, BEF (oe, v) 是 六 的 另 一 组 
BE, M{vtloe ASME (GR, 

下 面 我 们 看 一 个 构造 人 的 具体 例子 . 


99. 


t m=n=3, G=S,=(e, (2 3),(1 2),(1 2 3), (1 5 
2), (1 3)}.% 取 为 S。 的 2 BRA REIS, BI X(e)=2, 
X(2 3)—X(1 2) =X(1 3) 0,X(1 2 3)—X(13 2) 一 一 1， 
《看 附录 } 

D 对 于 G=S, 的 轨道 为 ， 

{C1,1,1)); 

{C1,1,2),C1,2,1),(2,1,1)}; ze 

(0,1,320,3,0,(,1, D) 

((0,2,2),(02,1,225,(2,2,1)8 

((1,2,3),01,3,2),(2,1,3),(2,3,1), (3,1,2), (3,2 
1)5 

(0,3,35,03,1,3),(3,3,1)H 

((2,2,2)]; 

((2,2,3),(2,3,2),(3,2,225, 

((2,3,3),(3,2,3),(3,3,2) 

{(3,3,3)}. 

RETHE-ULL2, (0,535 (LLD, (1,2,3), 
(2,3,3),(2,2,3),(2,3,2)). 


对 于 ac (41,2), 86, - (e. 2), s m 


È xo)= =X(e)=2, a={(1,1,2), (1,2, D, (2,1,1)}= 


TariyarayaTry}， 其 中 tT =e,7T,=(2 3) t= (1 3). 
* 
H c= ie Aereo (Xlr T) 


十 X(T71(1 2)r)), 可 算得 
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I 
wje wjn wj 


e 
tt 
| 
wj wo w| 


显然 C 的 任意 两 列 都 线性 无 关 , 故 可 取 0,7 a7 (1,1,2)，a: 一 
(1,2,1). 
不 难 发 现 其 它 由 3 个 序列 组 成 的 轨道 算法 都 类 似 ， 
现在 再 算 包含 o=(1,2,3) 的 轨道 ， 这 时 Guo (e), so 一 
ZE D xlo)=2xle)=14, Tu= {(1,2,3), 013,2),(2， 
M ceGw 
1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2，1)} 一 {or 00,), Hp n = 
e,1,—(2 3),7,-(1 2),7,—(12 32,7, —(1 3 2), re 一 (1 3). 


由 cu=- 人 和 D rous ACG), AE 
IG| K, 3 


2 1 1 
3 9 0 EJ 3 0 ] 

2 i 1 

4 77. 0 一 -一 

0. 4 3 0 1 

1 2 1 

mr EN 0 一 -一 

0 3 3 0 3 
ae o 0 2 -l | 
3 3 3 | 

~ 3 一 去 £- 0 

3 0 0 3 3 

1 1 2 

-, cq 0 0 和 < 

0 3 3 3 
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注意 这 时 不 是 C 的 任意 4 个 列 都 线性 无 关 〈 例 如 1,2,3,6 列 
或 1,2,4,5 列 都 线性 相关 ), 但 容易 看 出 1,2,3,4 列 或 1,2， 
3,5 列 都 是 线性 无 关 的 . 故 可 取 o,-a=(1,2,3), o=C1, 
3,2),0,—(2,1,3),0,— (2,3,1). | 

这 样 我 们 就 找到 了 一 个 A={(1,1,2),(1,2,1); (1,1, 
3), 1,3,1);(1,2,2),(2,1,2);(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), 
(2,3,1);(1,3,3,),(3,1,3)3(2,2,3), (2,3,2); (2,3,3), 
(3,2,3)}. 

KEV AG) WAM AT, 我 们 已 经 在 定理 3.6 中 证 明 过 


IA1= 6D (own, 现在 利用 ss 的 计算 公式 又 可 
得 到 | A | 的 另 一 种 计算 公式 . 
定理 4.8 dimrxr(G)=1A1 =>) s, 
agi 


“ee M «o 
cm a 766, 
证 只 需 证 明 最 后 一 个 等 号 ， 注 意 定 理 4.3 和 定理 4.4 
的 证 明 过 程 就 有 

2) A= >) 15 M xo 
2. Za, [EC 
E 1 

2: T] 之 220 
=|G| lo Exa) 


(本 节 主 要 定理 4.7 可 参看 [ 5 ] 或 [7 ] 


练 习 4 


1. RUCM ABSA H tr(U)=—n, 证 明 U= 
—I,. 

2. WOCG(S, MFR), BET any a 0, WH G= 
907 Gab. 


i de AG), 
4 Wes se EV WE EM (etlae RIDE. 
5. Bs, (4) = 708) E Ho), He x BG 的 不 可 


的 特征 标 ，aE 厂 ,证 明 
(i) s。(X) 是 X(e) 的 非 负 整 数 倍 . 
GD D 007-18. 


xE L(G) 

Gii) BEG. =G4X%=1 同时 满足 ， 否 则 有 SOC 
AeL. | 
IG. 

(iv) MES, 4€G, dj s,,,O0m5,QD. (这 里 

—(s(a( 1)), 5, Y(a(m))D € D) 

(v) #a€Q, RAF X(e)<s.(X%)<X(e)’. 

(提示 ， 附 录 练 习 4.1) 

6. 证 明 A=A € X(e)=1. 

7. 证 明 人 =A( 或 A=A) € Xz1. 
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8. WH X(e)21,2€Q, WME BR oCG. H Xlo) 
=] CENX1¢,=1). 


9. EMERG =D eom, (HEMT) 


m 


DEUS 
10. PREV AG)ALO}, HRBG#S, R XAMA - 

一 定 包含 有 至 少 有 两 个 分 量 相 辣 的 序列 . 
Xle) 


11. WERE CEM 如 定理 4.7 中 所 定义 , 即 cy = Ter 


B Ton), HREN C=C. 


oEGa 


$9 张 量 对称 类 上 的 线性 算 子 


因为 FCG) 是 张 量 空间 @V 的 子 空间 , BV AO ER 


性 算 子 可 看 作 是 @F 上 某 线性 算 子 在 六 zx(G) 上 的 限制 .注意 
到 这 种 关系 对 于 讨论 VAG) 上 线性 算 子 的 性 质 有 时 是 方便 
的 . 

WE TCL(V,V), W olust, Un) = To, KT Un 定义 
了 一 个 关于 G 和 对 称 的 多 重 线性 映射 .由 对 称 因子 化 性 
质 (定理 2.3)， 知 存在 唯一 的 线性 算 子 记 作 KCT)E 。 
LO G) V AGE 

K(T)v*2Tv,* -*To,. 

K( DH TAE V (G) ERU SEAT. 注意 KT) 5 myn, 
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全,X 有 关 ， 下 面 是 诱导 算 子 KK(T) 的 一 些 性 质 . 
定理 5.1 ATELO, V), WV ORT URETA 


BH K(T)=@87 rac. Ait K(T)v*-(QT)v*, yore 
V (G). 


证 ”对 于 oES。， 容 易 证 明 (练习 5.1) (QT) P(o)= 
P(o) (QT), Bii ST)T(G, X) T(G, X) COT), BC (G) 


LOT 的 不 变 子 空间 (第 一 章 练习 7.4), 于 是 @T EV AGE 
的 限制 唯一 决定 了 VAG) 上 的 一 个 线 性 算 T, MERE 
KK(T), 这 是 因为 
KP v=To,* & Tg =T (Gs. XYTvwG- GT, 
=T(G, xX) (QT = (QTIT(G,X)v® 
=(@T)v*, 
BMAD v* ERV AG), N48 K(T)- GTI ruo. | 
定理 5.2 Wt SITCL(V,V),hu 
( a ) KU )=Ty ger 
(b) KCST)=K(S)K(T). 
Ce) p(K(T))=l|A NP nel ,其 中 r=p(T)， 
iE (a) BR. 


(b) 因为 @(S7)=@@S@T， 故 有 (第 一 章 练习 7.3) 


K(ST)- GGT)0 o (Sl ry) (QT ly qe) 
=K(S)K(T). 
(c) Hireo(T)AEEV WIE visor Opti ty On fit 
f Tv, Tv, REZ, MT o= Tu= (ERE 
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Mei Rare TIT pe TEEDE BO EED trei vri aga Palm Uer e e ee 


理 1.3). 令 er 一 To 一 1 并 扩充 它们 成 为 矿 的 基 @,， 
…,en， 由 上 一 节 知 {et|a€ A}, {vtlac A} MEV AGH 
A. 

现在 当 ac D, By KCT 08 =T acy ok Tam ei 
BLK (T)vt=et ae RNa SEV (GR SER — 384 PR T 
是 线性 无 关 集 . RYCCAMCEANT. m, WHE 
i ai) > r,3XBE Toan =0 因 之 K(T)vt=0. 再 用 第 一 章 
定理 1.3 即 得 pCK(T))=l ANT al. l 

定理 5.3 RV ERREZ, V.(G) 上 定义 了 相应 的 诱 
SAR, TEL, V) 则 

(a) K(T)*=K(T*). 

(b) 若 了 分 别 是 规范 的 ， 厄 米 特 的 ,正定 的 , 非 负 
定 的 ， 西 的 ， 则 KK(7) 也 具有 相应 性 质 . ; 


证 ( a ) HoER.1A V(G)RGT SOT 的 不 变 子 . 


空间 ， 故 用 第 一 章 定理 7.2(a) 即 得 a. 
K(T*) =@T*| Vx(G) -(GT)*| V x(G) =(@T| reo)" 
=K(T)*. 


(b) 因为 当 T 分 别 是 规范 的 , 厄 米 特 的 ,正定 的 , 非 负 
定 的 ， 丁 的 ， 则 @7 也 具有 相应 性 质 (第 三 章 定理 6.4), 故 
关于 K(T) 的 结论 用 第 一 章 定理 7.2(b) 即 得 ， | 

定理 5.4 设 E={e,,…,er) 是 TEL(V,V) 的 上 三 角 基 
(ITI REZAR), ME {elac A) ( 按 上 一 节 
说 的 轨道 次 序 排列 ) 也 是 KMAL. (PIKT) 
E = AE) | 

证 ”由 [7 全 是 上 三 角 和 矩阵 就 有 
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4 
Te; jeit >) aues. 
fj 


Ep A; HET ORME. 
对 于 68EA， 由 定义 必 存 在 rEC， 使 Pa BL.CEN. 于 
是 
K(T)e$ =Te pu, K e KT Eegi 
= (Aare ant » apos) * =k * 


1€«£(1) 


M (Ant + M a.p: ) H 
PTILE 
-(II Àpoet-- > c.et. 
- 显然 上 式 最 后 求 和 部 分 的 每 个 a 都 成 立 aD BUD, i=l, 
…sm, 且 至 少 有 一 个 1 是 不 等 号 ， 即 a<p. 
现在 若 某 个 eb #0, WF OCG, i ab=a, Ez, FE 
有 a,xaa« Ba B,, MEP RK a 严格 地 在 0, 之 前 . A 
此 车 a€ 人, 则 按 轨道 次 序 的 定义 ,c 就 严格 地 排 在 B 之 前 ， 
又 若 c& 信 ， 则 ez 可 表示 为 该 轨道 的 ey 的 线性 组 合 ， 其 中 
y€(aclo € GIN A, 类 似 地 可 证 每 个 7 按 轨道 次 序 严格 地 
排 在 B 之 前 ， 这 就 证 明了 E= {ezla E AE K(T) 的 上 三 
HÆ. l 
» 因为 在 复 向 量 空 间 里 ， 算 子 7TELCV,V) 的 上 三 角 基 总 
是 存在 的 ， 故 上 定理 也 求 出 了 天 (7 ) 的 全 部 特征 值 . 即 
定理 5.5 UTCL( VIRREN hs Any J 


K(T) 的 全 部 特征 值 为 IT Aone OCA. | 


为 了 便于 求 得 及 (T) 的 行列 式 公式 ， 我 们 把 本 dew de 


写 为 IE m,( o) 38 t 在 o 的 分 量 中 出 现 的 次 数 . 


H 
L] 


BATH o Erma BH LI dows [[ ate. 


定理 5.6 设 TELCV,V),K(T) 是 T 在 Vx(G) 上 的 诱 
导 算 子 ， 则 


， Tial 
i detK(T)e(detT)^ °, 


See AL =e) D ono, 
CES m 


证 由 定理 5.5, 我 们 有 


detK(T)=[[ I 472 J] ate, (1) 


e€^ t= 


其 中 a= > imo). 
; wen 


下 面 我 们 证 明 g 与 +1 无关， BEA 15 n 的 任意 正 整数 在 
全 的 全 部 序列 中 出 现 的 总 次 数 都 相同 .首先 由 练习 4.2 和 4.5 
可 以 看 到 ,对 于 a ET wr,0oEG 有 |1Gao|=1Gs|， Sao = 55, th 
H m(ao)=m (a). MOF CS, WH Gra™GasSra= Sas 
m(ta)=m.-\“(a), 还 有 当 w 跑 所 三。 时 ，ra BSR 
D nn 利用 这 些 及 定理 4.3 我 们 就 得 

n= >, mia= >, Samla) 


wé 
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POUR mms TH mans treni iae n rt ee or e t T n m m e e 


-H Gu Y [Gael Saom(ac) 


aea Ga oG 


“Ter, à IG, symiCy) 
H 


“TET PH | Gral Sram (ta) 


“Ter. 之 [Gal seam-in @) 4. 7t 


由 +ES, 是 任意 的 ， 即 得 9 与 上 无 区 ， 于 是 注意 到 
X om osm RAT 


t=1 £ 


n a 
ni WC. x ! 
nq a= >) dm (a=mi Al. 


即 LUE. XCo jm RA (CL) RES 


g 


MT I 
关于 诱导 算 子 K(7) 还 有 如 下 的 有 用 结 i 
U 定理 5.7 d Eie.) 是 内 积 空间 V 的 规格 化 正 
交 基 ,Vx(G) 上 定义 了 相应 的 诱导 内 积 ， 又 了 EL(F,)， 
ITISA (a) WSF a BE nn 名 
(KCT Jef, et) => Sol asowan: (2) 
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] 


证 HEX] KT ef= epn KTE pm 及 是 规格 
化 正 交 基 就 有 (Tesi eoi) = da0 pity & vr=T egis 
u= ean, RAZA 3.4 即 得 . | 


: 现在 我 们 来 讨论 天 (7) 的 拖 阵 玫 示 问题 . MVC) 
“ {et*|aEA} MAERUA, “MV 是 内 积 空间 时 ， 不 同 轨道 的 


元 素 是 正 交 的 ,但 同一 轨道 的 元 素 不 一 定 正 交 , 估 此 ( 2 ) 式 的 


,右边 一 般 并 不 是 K(T) KTH (tlac A) 的 矩阵 表示 的 元 


K. 但 当 X(e)=1 时 ，Es={e*|a€E 大} BVAG) WER 
基 ， 特 别 地 , Eze [ -EL etae A 是 规格 化 正 交 基 ( 统 
习 5.6). 故 当 Xle)=1 时 ，K(T) 关于 基 EX DEBE AUR IW 


TER BA DRE. 
定理 5.8 设 X(e)—LE-((e,-.6)dEV ONSE, 


V.(G) 的 基 Ez 36. |@ etl a€ } 按 字典 次 序 排列 ， 
RTELV,V)BITHE= H 则 | 
KI = (eet >») xo) 


o&G 


T Bevin bits) ek, ` ( 3 ) 


EV bt : 义 内 积 使 E 成 为 规格 化 正 交 基 . 这 时 E, 
关于 诱导 内 积 就 成 为 rzx(G) 的 规格 化 正 交 基 ， 利 用 (2 ) 式 
《这 时 XCe) = 1) BN 

1 


(«c JE- e dele AA] 


. xo) I] Qcott Bun | 
o£G tzi 
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谈 者 也 可 以 不 通过 定义 内 积 而 应 用 定理 4.3 来 直接 证 明 
该 定理 . 

与 第 三 章 定义 逢 阵 的 Kronecker 乘积 类 似 ， 我 们 现在 
来 定义 诱导 矩阵， 

设 X(e)=1， 集 合 X 不 空 并 按 字典 次 序 排列 ， 对 于 4= 
(0,0 € M», A 关于 G 和 X 的 诱导 矩阵 K CA) € M1z1 定 义 为， 


1 ^ 
K(A)ag= 了 GD 2 XCa) I Gast Bins 


a,BER. (4) 
OR EME, 的 定义 如 定理 5.8 AITIE=A, 则 有 


IK(T)]:- KC). 


因为 诱导 矩阵 KC) RB IER KRENEK QR 
是 内 积 空间 时 还 可 看 作 是 在 规格 化 正 交 基 下 的 矩阵 表示 ), 故 
诱导 和 矩阵 K(A) 具 有 诱导 算 子 K(T) 的 一 系列 类 似 性 质 ， 集 
中 起 来 可 写 为 下 面 的 结论 . 

定理 5.9 设 K(4) 为 4EM, WHT GOS, 的 子 群 ) 和 XX 
《x(e)==1) 的 诱导 矩阵 ，4,,…, 为 为 A 的 全 部 特征 值 ， 则 


(a) KU=la HH Alm pop Seon. 
a€G 


(b) K(AB)-KCA)KCB), A, BEM,. 

(c) MRAM, WAKAKA. (HA 
5.2), 
(4) p(KCA))=1A NLD mel HH r= oC. 
(e) 如 果 4 是 上 三 角 和 矩阵 ， 那 么 KC AWE. 


1n 


Cf KCO WERBEN J] dows uc 到 
“9) tr( KCA)) 一 之 II4«o 
7216 


Ch) detK(A)= (det A)" 

(i) K(A*)=K(A)*. 

Ci) 如 果 4 分 别 是 规范 的 ， 厄 米 特 的 ， 正 定 的 , FER 
ew, BN, BA 天 (4) 也 相应 是 . | 

OST Xe) >1 WE, AEV: (G) 的 规格 化 正 
交 基 ， 如 何 写 出 (TT) 的 矩阵 表示 的 元 素 以 及 如 何 定 义 相 应 
的 诱导 和 矩阵 K(A) 等 ， 读 者 可 看 文献 [28], 另 外 定理 5.4 参 看 
[30], 定 理 5.6 参看 [12] 和 [42]) 


Æ 习 5 


1. iERI(QT)P(o)= P(o)(GT)R COT )T(G, x) 
-T(G,x) (QT). 

2. BUEV.(G)s (0), EB] KT) WAY BON T 
为 可 道 且 在 可 逆 的 情况 下 有 KIT KT). 

3. 设 9,7TEZ(O 太 上 且 S>0,7T 关 0， 证 明 KCS+T) 
>K(S)+K(T) BAH S>T, 则 天 (S)> 开 (T)。 9 

(提示 ， 第 二 章 练习 6.4) 

4. HY G=S,,X%=e,0(T <mih# K(T)=0.. 
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m 
XCo) Hi Gaolta. 
t=1 


Gal 2: 


LN 


5. EHTEL, V) 是 非 负 定 的 ， 其 特征 值 为 A> 
2A, ERE 访 (G) 中 ， 天 (7) 的 最 大 特征 值 为 好 ,最 小 特征 
487g AT. 

6. 证 明 车 Xx(e)=1,EE={e,,…,en} EARE HV HR 
REZE, WE, -SL etae A piv.) ii 


HEERE. e 
T. HexX(e)=1,F={e,5° ens EV RE PH E (el | 
4€ AGTELGO,V),UT ]E— 4-—(a,.), HALA (T it) ae 


=A > xo] aopen BER. 
IGal zu Aii 


8. iaCI.4 X(e)=1, EMH X, X(o)-0, W 


» X(o)p(20)-0, Hg: T nmn >W 是 任意 的 映射 ， 
EG 


9. 直接 用 KK(4) 的 定义 (( 4 ) 式 ) WE H K(AB)= 
K(A)K(B). f 
GER: 对 比 第 一 章 定理 10.1) 


86 广义 矩阵 函数 
这 一 节 是 张 量 对 称 类 理论 的 一 个 方面 的 应 用 . 


WF A=(a)ECMn 我 们 知道 4 的 行列 式 是 一 个 矩阵 
mo a 


T detA= 5 e(o) [T Gto” 
SES a i=j d 


O mB, 


关于 广义 矩阵 函数 已 经 有 很 广 的 定义 ， 结 合 张 BM 称 : 
类 ， 我 们 只 考虑 这 样 的 定义 ， 
di(A)= >) XC) |] tat (1) 


o6G 
其 中 G Æ Sn TE, Xx 是 群 G 的 不 可 约 特征 标 ， 本 节 将 用 
张 量 对 称 类 的 理论 来 研究 d&(4) 的 一 些 重要 性 质 . | 
4 G=S nm XEL, d's m(.A) 记 作 perA, 称 为 A 的 积 和 
XX (permanent), 它 和 行列 式 一 样 是 重要 的 矩阵 函数 . 
perA= > II Grats 


TES +=1 


另 一 个 常用 的 矩阵 函数 是 当 G={e} 的 情形 , 称 为 Hada- 
mard 函数 ， 记 作 


KA= TT on. 


利用 X(o7) = XCo) 立即 可 写 出 dzCA) 的 一 些 简单 性 - 
B. 

定理 6.1 WU ACM,, dt(4) 如 (1) 所 定义 ， 则 有 

(a) dé(l,)=X(e). 

(b) 若 4 是 上 三 角 和 矩阵 ， 则 dt(A)=X(e)det4A= 
X(e)perA=X(e)ACA). 

(c) d&(AT)=d2(A) GXH X(o) MA X(o) ,YoE€ 
G) 。 

dh 
(d) dZ(A*) =d A) KA A 是 厄 米 特 的 , 则 do CA 
证 (a ) 与 ( b ) 显 然 . 
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(c) 因为 az&(4T)= >) x(a) TT aoun= 27 Xa) 


EC 
Th are = ds). 


(d) diCÁ4*)—di(CA)) - dC A) - diC A). | 

推导 广义 矩阵 函数 dz(4) 的 进一步 性 质 ， 主 要 用 到 定理 
3.4 和 定理 5.7. 这 两 定理 表明 了 张 量 对 称 类 与 广义 矩阵 函数 
的 密切 关系 ， 用 广义 矩阵 函数 的 记号 它们 可 改写 为 ， 

定理 6.2 RV EARS, VIO) ECT REI US 
导 内 积 ， 又 设 U, s Ums tis tttstUm VIE A aum Qu, 
A=(ai;)E Mins Wl 


(ot ut) = OP Xll (visti) 
— Xe) are gy XC) jx 
mre dé(A)= IG] dě((v:su;)). | 


定理 6.3 设 瓦 ={e…ej 是 广 的 规格 化 正 交 基 ， TE 
LV ,V),(T]é=A=(ai) € Ma, WHER BED an A 


(K(T )e3,e7) = Ke 全 36 [oor 


2 XCe) 


一 .XCe) T 


这 里 Afa| £] = (ainsi) EMm. 特别 重要 的 是 当 m=n 时 有 
(K(T)e, Kove K Ense, keak €En) 


M3 ， 


= 8) gi 4) = oe dz(47). l 


下 面 就 用 这 两 结论 来 推导 一 系列 重要 的 矩阵 不 等 式 和 蛋 
SX. 注意 ， 当 XX 是 G 的 不 可 约 EDM, XBR, RZ 
DARE XC) 9 XC), MRI) HEATET ds(4) WH, 
则 对 于 d£ B AR Rr. 

定理 6.4 VE A,BC M, W 

d£ CAB*)|* x d£ AA*)dE C BB*). (2) 

证 令 人 矿 =MM,,s 并 定义 自然 内 积 及 相应 的 诱导 内 积 ， 再 
令 v7 Aqu (A 的 第 i 行 ),wj= Bon (B 的 第 ji 行 ). 用 定理 6.2 
就 有 


(ow) = C da (oud) =F Ey EAB) 
再 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 | (v*,u*)| 2<(v¥, v*) (u*,u*) 
即 得 ( 2 ). l 
定理 6.5 Vt AEM, M 
|dgCA) |? «xCe)d$ CAA*). (3) 
证 在 (2) PRACM,, B=In HAE HR 6.1 Bp 1$ 
(33. l 
定理 6.6 (Schur) 4EM, 是 非 负 定 的 ， 则 
di(A)2X(e)det A. (4) 


证 ASO. WHEELS AE LEALL (第 一 
章 练习 5.9) .由 定理 6.1(b) 及 ASO 就 有 
{déCL)|?=XCe) {det L]*=X(e)'det A, 
FAC 3 ) 又 有 , 
[déCLD)|* «xCe)dé CA), 联合 起 来 即 得 (4).， L 


. M6 


Huth MB, # ASO MM A dC A)70, detA<perA K 
det A<A{A), 

定理 6.7 (Fischer 不 等 式 ) d AC M ,是非 负 定 的 ， 则 

detA<detA[l,-«, pll, pldetALpt1,-, 

ml p--1,--,m]. (5) 

证 这 是 定理 6.6 的 特殊 情形 . 取 G 为 S$ 中 所 有 置换 ox 
构成 的 群 ， 其 中 o 是 集合 {1,…,p} 上 的 置换 ,< 是 集合 
{Pp 十 1,…,mj} 上 的 置换 , 令 X(on)==e(o)e(z), 则 XX 是 G 的 
不 可 约 特 征 标 《 1 阶 ). 这 时 dz(.4) 即 为 (5 MAM. — d 

定理 6.8 设 AEM，,1(G) 为 G 的 全 部 不 可 约 特 征 标 , 则 

ACA) m er X x(OdiCD. 


| x€1(G) 
HEH ASO RH 
X(Ce) x 1 
AC A)> Tey 46» WAS perA. 


证 因为 存在 Urs ttt, Ums la, ttt 使 0,7 (vi i) (第 
一 章 练 习 6.3), 故 用 定理 6.2 及 定理 2.1 可 得 


var Mà eda ») (T(G,X)oe， 
IG] x€ 1G) x€1(6) 
T(G,X)u9) 


-( » T(G,X)v®,u® Je (t.a?) 


EIGG 
= H (visu) = ACA). 


SERERE] ASO 时 dé(4)>0 即 得 。 — | 
“FJD WERE 6.2 来 推导 可 合 对 称 张 量 相等 的 一 个 充 妥 条 
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件 . , 
定理 6.9 thu, un EV PRERE, W 
VK Ug =U KK Un 的 充 要 条 件 是 


v,7 >) a,uj,1=1, «m H dé(AA*)=dé( A) 


=X(e). 
证 必要 性 ， 因 为 uy, cs us 线性 无 关 ， 由 定理 3.28 
u* +0. XH v*-—u*z0, HEM 3.3 dai, ory Um? = ns. 
Un FEFE Ac (a4) EM n fli v, S aui i m1, 


m. PEA V be A AE uisus 成 为 规格 化 正 交 组 ,这 
RELA (iu) = Diis (Vist) aus (Vivi) = CAA*) 7, ARE 
38 6.2 就 得 


* oux) X(e) jx = X(e) ax 
(v ot ) [G] díCCoi ui)) TG] dí A). 


yp Xle) x ~ Xe)? 
(u*,u*) [G] dim) Fei . 


(ut ut) =D dá Coo) = -REL deat), 


Hh o* —u* 即 得 dé(AA*) =d?i(4)=X(e). 
充分 性 ， 由 条 件 及 上 面 的 推导 即 得 
, (v*,u*) =(u*,u*) = (v*,v*) (6) 
CAKE (o*,u*) |? =(u*,u*)(u*,u*). 再 由 u* +0 及 Cauchy- 
5chwar2z 不 等 式 的 等 号 成 立 的 条 件 就 有 v* =cut, LAC 6 》 
式 即 得 c 一 1， L 
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ens tenir, rm T ae nein cse Bo Y qutt e cm eere n rr re a m e 


定理 6.10 HA, BCM, EERE, M 
diCA4- B) diC A) - d£CB). 
特别 地 若 ASB, WdiC4)24d6(0D). 

证 设 玉 是 VV 的 规格 化 正 交 基 上 和 且 din =m, WET, 
S 宇 0， 使 [T]£==A,[S]£==B. ERB K(T+S)S>K(T)+ 
K(S) ($55.8), [T +S] — A+B, 再 应 用 定理 6.3 (Ala 
jg x HN x) BRR. l 

BA AE BRAN 3c WE HA” EKAKI Cauchy-Binet 定理 . 

定理 6.11(Cauchy~Binet) 设 A,BEM,, GES, 的 子 
TÉ. XRG 的 不 可 约 特征 标 ， 则 对 于 c, BEN={oET mn 


ETE 


eke, 


dsCABYLal BI) =F? 7 de AL al od) 
e€o 


- diCBLo] 8). 、 
证 设 琅 ={e,,…,es} 是 内 积 空间 矿 的 规格 化 正 交 基 ，' 
显然 存在 了 ,S CLV ,VM&SIT)E— ALS) — B. Hg (e 
do€ DP.) 是 @V 关于 诱导 内 积 的 规格 化 正 交 基 ， 应 用 定 
“ 理 6.3 及 第 一 章 定理 3.3 就 得 


iate AB)tal 83) 2 CKCT Se, e) 


=(K(S)e%,K(T* ez) 


= >) (K(S)ef,e2)(e2, KCT*)e?) 


Erm, 


: Mieres NRE ome WC PR UHR UTR rS Ft Ma p rmm eo NNR a a aAA 


一 > (KT eh ef KS Jes et ) 


Ho! Y aicatal a) dz BLA 8D. ! 


下 面 是 关于 不 同 疼 的 广义 矩阵 函数 的 关系 ， 

定理 6.12 Ub H EGITE (G 为 S。 的 子 群 ),xX 是 
G 的 不 可 约 特 征 标 , Bex A EKRE RA 
特征 标 ， 则 对 于 非 负 定 的 ACM, 有 


HH OD dé(A). 


证 设 群 G 的 提供 XX 的 不 可 约 和 矩阵 表示 为 B(o)= 
(pCo)), 则 有 
、 Xey 
T(G, XT(H, X)= eim 2 > > 


“X(o Xia) Plon) 


"IATAT: NP) a 


= ZEY 5 S bi S 


EIC TÉG 1 bel 
(x b; a7 ban a) o 
B X(eY H| t 
-EE SM uro 
(附录 定理 3.4) 
- =A) NS X(t) P(r) =T(G, 4). 
IG] <4 
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MERV 为 维 数 是 m 的 内 积 空间 并 在 @ 上 定义 诱导 

REL B T(G,X) 是 正 交 投影 ， 故 对 任意 的 2€ OV A 
lzlzITCG, 2l. 

p TOI X)2 代 赫 上 式 的 > 就 得 

ITA, D276, OTH, Dall S ITCG, 02l. 
又 由 0<ACM, 及 dimV =m 知 ， 必 存 在 Ui,ttt,. Um EV » 使 
1(v;,vj) 5a, (第 一 章 练习 5.10), 于 是 令 z=v2 就 有 

(TCH,X)v9,TCH, X)v*) 2 (T(G, Xv, T(G,X)»9). 


= " 4 X(e) x XCe) x 


关于 广义 矩阵 函数 ， 人 们 已 经 提出 过 许多 有 意思 的 猜 
想 ， 有 好 些 至 今 尚 没 被 证 明 ， 例如 一 个 叙述 起 来 绞 简 单 的 
是 : 

猜想 ， 设 4E M n 是非 负 定 的 ，X 是 群 CCS 的 子 mE) 
的 任意 不 可 约 特征 标 ， 则 dgCA)<X(e)perA. 

(文献 [8 ] 有 定理 6.7 的 推广 ， 文 献 [24] 有 比 定理 6.8 

更 广 的 结论 ， 定 理 6.9 参看 [33], 定 理 6.10 参看 [19]， 定 理 
6.12 参 看 [34] 和 [23] 或 L26] ) 


练 习 6 
1. 证 明 车 4, BE M 是非 负 定 的 ， 则 detCA-- B) 
detA+detB, per( A+ B)z per Ad- perB. 
2. idt AC M. EH Hadamard 行列 式 定理 


121 


IdetA] TT X Jal’. 


GER: det(AA*)<h(AA*)) 
3. 证明 当 Xle)=1 RFH Cauchy-Binet 定理 :对 于 a, 
BER, 
di((AB)Lal B1)= > érté Alal o]) 
nñ o 
: dé( Bla] 8). 
4. 设 瑟 是 G 的 子 群 ， REGHAAA S E Xx 
H pp EX RI, wBPVIOG)CV.CH). 
下 面 两 个 是 已 经 证 明 的 ( 较 难 ) 但 曾经 是 很 有 名 的 猜想 . 
有 兴趣 的 读者 可 查阅 提示 中 的 文献 . 
5. 4 AC M, 是 非 负 定 的 ， 则 per4 之 per4[1，… pl 
1,--,plperALpt+1,++,m| pr 1,-,m]. 
(提示 : 看 文献 [10] 或 [20]) 
6. HACM, 是 双 随 机 矩阵 (中 4 的 元 素 非 负 且 每 行 


元 素 之 和 为 1 ， 每 列 元 素 之 和 也 为 1 )， 则 per4> -全 A 


m 


等 号 成 立 当 是 仅 当 4 的 每 个 元 素 为 一 一， 
(提示 ， 可 看 文献 [11]) 
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这 -- 章 专门 讨论 一 下 在 各 学 科 中 四 得 较 多 的 两 个 张 量 


81. 反对 称 张 量 空间 


"M G-S. Xe. VL SS) OS AV ROS ROSE FEIER 
空间 或 Grassmann 空 间或 m Vx Pj ARS [8] A8 KN A Ase Xv 
"HR oS =u, Acn /NvS RH 0, Um 的 外 积 ， 而 诱导 算 子 
K(T)WSEY CAT) Vi SABE KOIA Ca ARAM. 


定理 1.1 GOBODÉGESUERBLAV H, 设 m<n= dimP， 
则 有 


Cat AGO, © A=A=Qmint dim(Av )=("). 
m 


(hò F E={e,se,}) EV 3X, 则 Ey=fedlac 
Qn al EAV WW. 2 ES BURIAL 的 规格 化 正 交 基 ， 则 


E ={ a/m, ef] aC Qual 是 AP 的 关于 诱导 内 积 的 规格 化 正 

BES. E 

(c). XT 0 €S, d vo e(0)v^.M is j Ti v, o; 时 
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iss ORNS MUS CUPS DIEN D Cete y v ta tm Ru c 


T v^=0. 
(d) wv /Av470 的 充 要 条 件 是 v1.,…,vn Be ERE 


(e) Jiu, days, i=1, =, m, W uw’ =det(a,s)v*.. 
i=] 


Cf) Zbu^-v^-0, Bil Wi= S auo), i=],…,m H 


jal 


det(a,=1. 


(g) Xiv,7 aue, i—1,,m, 


jal 
No = 5 det ALl,- ml] ales. 
TP 


证 (a). (b). Co) 看 第 三 章 的 相应 定理 和 练习 ， 只 要 注 
意 到 e(e)= 及 当 cEQ 时，G。 一 {e} 即 得 . 
( d ) 由 第 三 章 定理 3.2 只 需 证 明 条 件 的 充分 性 ， 由 vs, 


0s 线性 相关 就 有 某 了 使 w= > co， 于 是 
z1 


t 
tes 


vtm Av S em Aen AviaAuAvnAAvm=9, 
这 是 因为 求 和 中 的 每 一 项 (可 合 元 素 ) DART Be 
的 . . 
(e; 直接 计算 得 


w=( Zawi) AA Bon, ) 
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n——— SOAS mp ema 


.之 (Teen y v= a (Ioco es 


=È (Daso jt- ( à eG Eau J^ 
z det(a,j)v^. (练习 1.1》 


Cf ) 由 第 三 章 定理 3.3 知 (1,8, 0, Vm > 
FER m Sayer, i=1, m CO) BA det(o,))=1. 


(这 是 第 三 章 定理 6.9 的 特殊 情形 ) 
Cg) 类 似 于 (e ) 有 


v (Dae) A A( Sane) 
一 > " aione’ = 5 II 


Elna iz] wEDm, sn 1:31 


m- 
= a: A 
ieoi ao 

a tel 


2; (X «Tan ye 


EQ m,a 


= > det A[1, e ,m| a]e?. | 


CO m,n 


现在 我 们 讨论 诱导 矩阵 C(O 的 性 质 . BE P — MEUS 
SRE KC4) 与 广义 和 矩阵 函数 的 定义 (第 三 章 ), 对 于 A4EM，，、 
a,BEA 有 


K Aaa GG 


具体 化 到 Ca .人 就 成 为 

C, Ae a= di Ata' PY = det ALa1 81, a BE Qu. 
BACH SITUE SABER XR RES B ICE Hs 

定理 1.2 idE-(e-.e)JRV WEE, lehla 
€Q,.), Exo U/mpehlac Qua) 都 排 成 字典 次 序 . RTE 
LO V),LT3E— As WHF ab € Qua 

E; / / EA 

(core) (teme). 

= Cn A a g= det Alal Bhar : os l 
Vs SA UE C, ALIY ALT m DURER IER m 级 复合 
EM RFI Cer ANTE maT 式 按 一 定 次 序 排 
ELS i | 

Cu 作为 诱导 和 矩阵， 自然 它 具 有 一 般 诱导 矩阵 乒 C-4) 
的 一 示 列 性 质 《 第 三 章 定 理 5.9)， 例 如 其 中 有 一 个 性 质 为 
CC4B)= Cn(4)CaCB)， 容 易 看 到 这 个 星 质 使 得 通常 的 
Cauchy-Binet 行列 式 定理 (第 一 章 定理 10.1 ) 成 为 很 显然 
的 举 情 ， 这 是 因为 利用 矩阵 的 乘法 有 


C,CAB)4.4— 5 Canl A)a.oCm( B)o, 5 a. B EQ。. 


DER m,a 


PH 


ERRA 
det(AB Lal Bl= >) detAlaloldetB[o] £]. 


"€Q&ayn 
(注意 ， 利 用 ( 1 ; 式 则 第 三 章 练习 6.3 BERRIRA 
AEE DY 
PEE CCA) WILE BERET, “EDGE BOS oun 
KK CAES Boc] FL IG. 
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定理 1 3 imn, ACM, ,4 的 特征 值 为 Arye Ans WET 


(a) 
(b) 


(e) 
(d) 


Cf) 


Cg) 


CACA, CC) 8 CD. 


; 

P pU rn oLCu D) (7) rtm. 
m 

则 C。( A)=8. 

# ABLE AGM. W Cn(4) 也 是 . 


C, AMEN TT Zai» a€ Qua. 


tr(C A= D Mhan 
一 1 


^€0,.., t 


= >) detAfalal. 


EQ m,n 


Gl 


detC,,(A)=(detA) (这 个 叫做 Svivester 


-Franke 定理 ). 


EASIER, ERER, EER, ENE 


的 ， 西 的 ， 则 C,C 4) 也 相应 是 . l 


在 推导 矩阵 A 的 部 分 特征 值 乘积 的 性 质 时 ， 复 合 矩 阵 


C。(4) 是 一 种 得 力 的 工具 . 下面 是 利用 这 种 方法 得 的 一 个 结 
论 ， 其 余 看 后 面 练习 或 文献 [36] 和 [22]. 


定理 1.4 设 4 CM ny FARE EAE RU HE [A,CA) | S> 


ee ee ee eo 


JAAD]. BROS $7 laul, 这 1 并 依次 排列 为 
Ru LAS rz RD. WX Fl<m<n, 有 


I cols FL eaco. (2) 
f=] im] 


i2T 


证 “首先 由 和 (4)x= Ax (x 为 特征 向 量 )， 容 易 得 到 
CDI SRA). 
把 此 式 用 到 Ca A) LRA 


DCsC)1= TCDI<RaCCsC)， 
于 是 对 任意 a€ Qun 利用 定理 1.2 可 算得 
RCAA)= X]. ldetAralp]) 


BEQm,n 


一 M M elo) Jlag 
: mj 


BEQm a 17€, 


s 之 Il laai] < 之 I] [astoviol 
一 I > laecil = IIReo(< TL Read. 


i=) f=] 


我 们 可 以 利用 ( 2 ) 式 来 表示 按 模 最 小 特征 值 的 一 个 下 
界 . 因为 det4= [TA CO, icis 


Idet A 
IT Ruy A) 


当 讨论 矩阵 4 的 部 分 特征 值 之 和 或 其 它 E L9 E 数 性 质 
B, AA SRE. 

设 AEM,,!1EC WAR 

C,U ELA) =I ga HDS AHED (A) + 


|A A)| Sz (3) 


+t" DCA). 
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Eo aR One RR MÓN aane e 


Ape DSC AYER Ca AAD r Br PBEM, 
因为 著 4 是 上 三 角 矩 阵 ， 则 记 +14 也 是 ,进而 Ca( 了 ,十 
+4) 也 是 上 三 角 和 矩阵 ， 于 是 有 下 面 的 明显 结论 ， 
定理 1.5 车 4 是 上 三 角 矩 阵 ， 则 DPC) 也 是 上 三 角 
矩阵， ! 
利用 此 结论 很 容易 求 得 Ds'(.4) 的 特征 值 与 4 的 特征 
值 的 关系 . . 
定理 1.6 设 APE A.A SW DIC CAD 的 特征 
Jt 8 


Io. acQ,.. 


EQ, m 191 


特别 地 ,一 阶 导数 矩阵 DG AORE OB Aet tit hatis 
a CQ... 
A, * 
证 Ae ANP EU AUS m (s )- A4 
Call, E IA)S CIUS B HACR U) 
= Cm UN qoa th? A) | 
+#DEX A) += JC). 
BADOA) 与 DIVA) Re ER. BETA 


Dir ABER 第 矩阵 ， 故 其 对 角 线 元 素 即 为 其 特征 值 ， 
^X CC. +!4) 在 (asa) 位 置 上 的 对 角 线 元 素 为 


det(I,--tA)[al a] - Tad. y 
=l Htl hante tham) tt > Tact 
PEQ, m 191 


129 


————————— na s e e 


r 


Heo DCA TEIN SS IDA «€Queo-íÀ| 
eco. 


, tal 


(定理 1.1 SANJ EXE 1.4 2 6361, E98 1.6 SA 
[15]) i 


练 习 1 


1. 对 于 反对 称 张 量 空 间 人 (msn=dimF), 证 明 这 时 
集合 O-D,,. 
2. iEHETCL(V,V),dim/ =n, WATER vi» 
Us € V ,都 成 并 n 
C,CD)v Ac Avo, 7 (detT )u Ac Av,. 
3. PERE V,(G)S (0), AY viv, 线性 相关 时 就 


Huik- kun=0, 证 明 /x(G)= 信 V, 即 G=S。 且 X=e. 


4. 设 e, Se € V 是 线性 无 关 的 且 》'e; 八 v; 一 0, 证 明 


FERRER A= (a) EM, E v= Davies i71, s f. 
i=l . 
(这 个 称 为 Cartan 引 理 ) | 
(提示 : 扩充 €,,7.6 AV BY dE erase eq. 注意 {eA 


ejl &icj«nj J&AV RER D auesAer = S (aa an) 


t,j=1 t<i 
ei/\ei.) 
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5. dg BC)=W Sault) HRSA L4. UE 


fol 


9 " 
i! AGI S (^ " tae 
tm] = 

及 |4,CA)| s ldstAl 

"ITA. KA) 


(提示 ， 第 三 章 练习 6.2 或 参看 [36]) - 
6. 证 明 II [ACA < [II Vi. 


GER: 利用 [4.(A)| ViCA*A).) 

7. Wt 4EM,。, 其 特征 值 各 不 相同 ， 特 征 值 的 最 小 距离 
WA Sep(A)=min| ACA) — Ar, JF L-461.—1. 
QA, 

w 


Sep AS Jia. C» 
IT Rua L) 


GER: L 的 特征 什 为 UCA- bj mln 
些 特征 值 只 有 n—n PEER, ECCL) RW NER 
征 值 ， 它 就 是 

II G00-4()-C- 7 [oco-uco»x 


—U(C VUL). 
再 用 ( S ) 式 妈 得 ) 


13¥ 


8. 设 4= 如 EM, 且 特征 值 各 不 相同 ，L= 4G1. 一 
1,8 A, HERA 、 
Sep(.A)> [detLlolal} 
"EA, 
其 中 @ 为 Qantan 的 任 一 序列 . 
(提示 ， 若 A=AP, BELLA E max aul «) 
9. 证明 M= DC4) 一 2C:(.4) 的 特征 值 为 (4,(.4) 一 
UA), i<j. X08 4 的 特征 值 各 不 相同 时 ， 试 用 矩阵 MM 米 
表示 Sep(.4) 的 一 个 非 零下 界 . | 


$2 反对 称 张 量 空间 的 可 合 元 素 


AV 空间 的 可 合 元 素 无 论 在 理论 上 或 实际 上 都 起 重要 作 
用 .本 节 讨论 可 合 元 素 的 性 质 和 一 些 判 断 方法 ， 

上 一 节 已 证 明 可 合 元 素 内 = 人 … 人 on 不 为 0 的 充 要 
条 件 是 Us Un 线性 无 关 ， 也 有 车 v0 则 su^ 二 o^ 的 充 要 
SAE us = Sew i21,:-,m H det(cu)=1. 因此 两 个 
m HE cass pti > Coa ou > RABUN FEE ACIER 
waco 0， 这 样 一 来 ， 一 个 m 维 子 空间 就 与 一 个 非 罕 可 全 
元 素 (不 算 常 数 倍 ) 相对 应 . 

Be, soe) EV BIS Quse )EV HO mH EE 
Wax, m 


-ee 


于 是 除了 一 个 非 零 常数 偿 外 ，(”) 个 数 oo 由 子 空间 到 唯一 
确定 ， 也 就 是 说 若 取 卫 的 另 一 组 基 fu…yan} 且 表示 为 
u^= >» bee» | 


OEO m,a 
则 存在 c 关 0， 使 a.—có,, OE Qmns 
可 合 元 素 凡 的 ( ” ) 个 坐标 o。 称 为 Plicker Ag, EUN 


我 们 会 看 到 不 是 任何 (”) 个 数 都 能 成 为 可 合 元 素 的 坐标 的 ， 


也 就 是 说 Plicker 坐标 本 身 存 在 一 定 的 关系 ， 这 种 关系 有 好 
些 表达 形式 ， 它 们 都 可 作为 可 合 元 素 的 判断 准则 . 
B pno 是 一 个 函数 ， 它 满足 条 件 
p(oo)-—e(o)p(o); c€ S, OET nn. (1) 


BAXCTAV 中 的 任 一 元 束 z= Y] coed JUR co 
o€Q 


CE fE BUE ec(o)) 都 可 扩充 定义 域 到 三。 使 之 满足 (1 ). 反 
之 满足 ( 1 ) 的 任 一 函数 方 都 对 应 着 人 中 的 某 一 元 素 D 
i ooeQm,a 
played. 
MF asBED ns 及 满足 ( 1 ) 的 p, RITE XUAGEEP (as) 
€ M,, 它 的 (i,j) 位 置 上 元 二 为 
P(a,B),,;— plali, j 781), 1<1,j<m, 
Xp ati, 7 DIEL wn ' 它 是 序列 a 的 第 i i 个 分 量 用 ENRE 
BESSA, Be 
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ali,j i817 (20/1),7,a(i—1), BC Da 1), 
NAM 
下 面 是 本 节 的 主要 结论 . 
定理 2.1 WT l<m<n, RR NT 1 BAS: 
0 ， 则 下 面 的 条 件 是 等 价 的 ， 
(a) z= 5 p(wm)e$ BASH, 


CER, n 
b) 存在 一 个 矩阵 4EM。。 使 得 p(o)-—detA[1,-, 
mio], OC Qn a: 
(c) detP(a,B)— pta)" " p( B); a,PE Qn. 
OE (D) QE Ay Moet CHA, A 


CEQ m 


人 2Z2=0A Um 写 = D anes i—1,-,m, 由 定理 


1.1ó]z—v^- D) detA[1,-,ml ojei WRAKI) 


e ER m, n 


—detA[1,-,mlo1,o € Qu... EZ ACD) RE, FHABEEA 定 : 
义 加 是 mi 一 ages, iml,em F2= >, plaed= 
j=] 


2€0, n 
5 deid vomloles=v A" ‘Atm 是 可 合 的 ， 
EQ m,n “ 
(b)< c) 对 于 任意 抢 阵 4—(a,)€ Ms Ka, BC 
ECT | | 


S—A[1,::,m|a] = (Aat Aam) EM ms 
其 中 Aan BD S WAIT, i—1,-,m. 类 似 地 令 : 
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A 


T = ALL, s ml BI=(Agin Agim) C Mane 
MRR X=(4,)EM,. 其 中 
xu det(Aauy Aad gird ao ea Aa) 
1<1,j<m, 
那么 应 用 Cramer 规则 就 有 
SX =TdetS. 
两 边 取 行列 式 就 得 
detSdet X -detT(detS ". 
现在 车 矩阵 S 是 可 逆 的 ， 我 们 立即 得 到 . 
det X —detT(detS5"^ (2) 
FS REAM, RN TWAS + ARES 利用 行列 式 是 
它 的 元 素 的 多 项 式 即 得 ( 2 ) 式 对 任何 情形 都 成 立 . 
现在 假定 (b) 成 立 ， 那 么 tet9 一 det4[1，… mlal= 
pa’, detT =detA[1,---,m| B1 pC8) 
x= det (daar Aau-oA pin Ace Aat) 
— det AL1, ml a(1), a(i 71) Bj) ,ai +1), 
+ a(m)] | 
= p.a(1),:,a(i—1), 8(j),a(it+1),,a(m)) 
= pali, j :B1), 
Tit X 2x02 Pla, 8) (DARRE 
detP(a,B)= pia" " p(B). | 
IZLE Cc) RI Hp AEE 0, 故 存在 某 a€ Qnn tE 
pa) #0. sg IE A= (443) € Manny rh 
1 、 
au=pla)"  p(a(1),,a(i-1), joati 1), 


eeaim) iim, ISSR: 
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emnes Re retten c T I AR ND Et tm im meos rm eee 


对 于 任意 的 oE Q。,, 我 们 就 得 


det ALl, m| a] =del{ ajay )igi em 


" > 
—-det(p(aà"" plal), sali—i) olj) aliti ~ 


alm)))ici ien 
1 

=( play” )detC pali, j :0]) ii jam 

= pla) "detPla,@) 

= pla)" pla)” plo) (用 (c)) 

= p(o). j 

关于 可 合 元 素 的 等 价 条 件 还 有 许多 ， 便 如 

P(a,B)P(B,y) - p( B)P(a,y), a,8.» € mn 
也 是 一 个 等 价 条 件 ， 它 可 用 类 似 的 方法 推出 9， 这 里 不 再 详 : 
述 . 

现在 用 定理 2.1 来 证 明 几 个 结论 . 

对 于 a€ Dan, $818 Ima 表示 a 所 有 分 量 的 集合 .我 - 
们 说 a,b € Dan 有 上 个 不 同 的 分 量 是 指 Ima 与 Tmp 而 言 . 
例如 a=(1,3,5), B=(3,5,6) 就 只 有 一 个 不 同 的 分量 . 
Qun 中 的 序列 a,,… ,as 称 作 一 条 链 ， 如 果 所 有 相 邻 的 两 序 : 
列 都 具有 一 个 不 同 的 分 量 ， 下 面 是 可 合 元 素 的 一 个 必要 条 . 
f. .. 

定理 2.2 设 2= p» p(wm)es Be A HK, 车 pla) 
x0,p(B)*0H a 与 8 有 k 个 不 同 的 分 量 , 则 存在 另外 一 1 
个 不 同 的 序列 a, saa C Omen 使 得 pCa) #0, i=l, 
k-1, Haasse h HERE . 

136 


ni E 


(CUM FIORE A DORE ETE Hcc Te Tn ons ore tat mr 


HAZ, RETA ROE MAPELM BA IESE 
HER. 

证 4A HERRE, ANB R>1. 用 (1) 式 扩充 
phe RA Dn, WER 2.1 知 det P(e,8)= p(a)^-- 
p(B) 0, IE LIE £3 IS JE OAD O, 即 存在 


c€S,, t TET] poU, 0 (0:82 20. B8 a 5 BE RC 


不 同 的 分 量 ， 故 存 在 dO i enm) 使 得 a(i,)&1mp. 再 由 
(aL 0G) 81) #0 MM oC.) € mafi abi m (i) BIE 
D. ^. FRA 6€ S. GR aL o (10 B= a E Qua 用 ( 1) 
式 得 p(a)me(0) pCalis, 0(io) :81)0.. Bika 5i a. 只 有 
一 个 不 同 的 分 量 ， 而 a 与 8 有 上 A 一 1 个 不 同 的 分 量 ， 对 ,与 
B 重复 上 述 过 程 即 租 求 得 e Ba. 5 . | 


此 定理 可 用 来 判断 不 可 合 元 素 ， 即 如 果 oM plo 


m,n 


.e 人 有 两 个 非 零 仅 标 没有 非 零 链 连 接 则 z 不 是 可 合 的 .例如 我 
们 很 容易 看 出 ze el 人 e: 二 es 人 Ne 是 不 可 合 元 素 ， WA e(1,2),° 
2(3,4) 非 零 但 没有 非 零 链 连 接 . 
定理 2.8 设 dimV =u l<m<n, WAN BAPI-A. 
元 素 都 是 可 合 的 其 充 要 条 件 为 mn 一 1 或 m4 或 mn 一 n 一 1 ， 
证 “m= ment, BAV PRATE 都 是 可 
AW MBER m 二 n 一 1 KE BE z= D pled 


id Qe 


是 人 的 任 一 元 素 ， 按 ( 1 ) 式 扩充 函数 请 的 定义 域 到 太 ，。 
我 们 来 证 明 p 满足 定理 2.1 中 的 条 件 (c). 
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MET YW a, BE Qum p, H Plasa)= pla) m 
BAe) RL. 如果 a+p, HW m=n—-1 Ha 与 有 只 有 一 个 不 
闻 的 分 量 ， 故 a 中 有 唯一 的 分 量 aN Elms HE OCS. 
WERT =t db aj) =Bo(j). FRA 

p(alt,t:Bo])= p(a(1),---,a(¢—-1), Bo(t), 
a(t4-1),- ,a(m)) 
= p(fo(1),- ,Bo(t—1),8o(0), Bo (t -1),--, 
Ba(m))= p(Bo). 
AM PALM, b(oDi 7:90)  p(aLi, j :a])=p(a)dys, 
这 就 是 说 矩阵 Pla, Bo) Ht 列 外 其 余 的 列 只 有 对 角 线 元 ， 
3t p(4) 不 为 0 , i 98 t 列 的 对 角 线 元 素 为 p(Bo), 因此 我 们 
det P(a,Bo)= pia" ^ p, Ba) —e(o) pia)"" p(B). 
另 一 方面 由 行列 式 的 性 质 有 | | 
detPia,Bo)=det( ptali) :B1)) 

—e(o)det( pCaLi, j :8])) e(o3detP(a, p). , 

出 此 两 式 就 得 detP(a,B)= pCa)7 p(B), MRO ERR, 


HAV h—-ARE 都 是 可 合 的 - 
RZ, BE 2m<Sn— 2, R44 a—(1,,m), 8-0. | 
“m2,m+1,m+2), wee 是 不 可 合 的 ， 这 是 因为 
e A 有 两 个 不 同 分 量 而 z 的 坐标 中 没有 非 零 链 连接 ， 出 定 


3i 2. oie Bona & aa. X RU Si ame 时， 空间 |. 


AV 中 必 有 不 可 全 元素 ， | | 
定理 2.4 Pu, Ne NUn= > p(a)e3:*0, Xi pla) 
DE m,a . 
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0,4 
Wi= S p(ali, je; i-1,,m, 
Pu] 


Ji] uc Ac Aus play" vi Ave AUS ESTE Um? = C045 
08). HP ali, j]= COD, 7,20 71), js aG 1), 
a(m)) ET n,n. 

:证 令 au= plali, 71) — pCa(2, 7, a(i—1), j» adit 


1),+,a(m)), BUEBHI Uff u^. S) detAL1, ,mlo]e?. 


PEO myn 
但 用 定理 2.1 可 得 
det ALl, = m] a] =det(aoy) =det( p(aLi, j :a])) 
= pla)" p(a), 
代入 即 得 u^ pCa)" v^, BE Bi p(a) 50, ^ 508 £u, 
4 LICHE E | 
用 此 定理 来 求 可 合 元 素 所 对 应 的 子 空 间 的 基 是 很 方便 
移 ， 人 钢 如 由 定理 2.3 知 
z=e,/\er./\est2e,A\e.Ae.—e, Ae, Neim 3e: Ne Ne 
EWAH. RARR uuu EV fit z=uAuAu. 事 
实 上 应 用 定理 2.4, 令 o=(1,2,3) eM p(a)=1 立即 可 写 出 
u= p(1,2,3)e,+ p(2, 2,3 )e.+ p(3,2,3)e, 
+ p(4,2,3)e,=e,—3e, 
RMF uei e uses tHe TE: 可 写 为 可 合 元 素 形 
x ， 
z=(e,—3e,)ACe.tedACest 2e,). 
(定理 2.1 参看 [35], 定 理 2.2 与 定理 2.4 参看 [39], 定 
382.3 参看 [15]) 
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练 习 2 


1. Hv, A= >) p(wm)e$ 尖 0, 证明 对 任意 a EE 


on, wn 


D mn BE 
u; = > p(ali,1De;€ (v, Um? ial, em. 
249 


2. Ciz=3e,Ae.t+5e,Aest5eAecteAes~2e:/\, 
e, 5e,/Ne, ETALK, R uiu EVEz =u, ANu, 
3. RRM pa CHES TO ABR), 证 明 下 
面条 件 等 价 : l 
(a) P(a,B)PC(B,y) - p(BD)P(a, y), a, B,y C Duo. 
(b) P(a,B)P(B,a) - b(a)P(B)I, a, BED man, 


(c ) >) pCatsst :81) p( Alt, s :a])  p(a) pCB, 


a, BC. $221,-,m. 


(d) D -1V pla?) :6(8)) p(0(£)) =0, 
k=l 


BED ans ET meine 
其 中 ali) :6(2)=(a(1),-,a@(i-1) a(i -1), +9 a(m),. 
6CR)) ET mns EE 
(f) =(6(1), +++, 0(k—1), 8(k 1), -, 0(m--1)) 
EL mn. 7 
(提示 ， 看 文献 [ 35] 和 [13]) 
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$3. 完全 对 称 张 量 空间 


张 量 对 称 类 中 当 G=S。，X=1 时 是 另 一 个 重要 的 对 称 
35, RV AS) Sog V 称 为 完全 对 称 张 量 空 间 ， 可 合 
TH vt BH v Sy ye 
对 于 A= (au) EM m 5 4 的 行列 式 相 对 应 的 是 4 的 积 
和 式 | 
perA= » l Saco. 


cES, t] . 
”定理 3.1 (EV gp, Wb din =n, id v(a)=|Gal (G 
=S n) WE 


(a) A=A=A=G,,, din ™=( 
TH 


(b) #E={e,,--,e) BVH, ME. = {ei aE Gun} 
EV et, BE RWRZEV 的 规格 化 正 交 基 ， 则 已 : = 
ieia E Gm 是 Vm mice. 

(c) 对 于 acESw 总 成 立 v =v. 

(d) vee Un=0 的 充 要 条 件 是 某 v,;=0. 

(e) #v =u +0, WHE o € S, Rd, #0 WE u= 


-divoinsi=1,.…,m, 且 Ta=1. 
12] 


n+m—1 ). 


TD Bu=Maveniclomioe= 3) n 


i=l SEG m,a 


perA[Li, eom] ajez. 


证 (a).(b).(c) 看 第 三 章 相应 的 定理 和 练习 ， 
(d) 只 需 证 明 必 要 性 . EV LIE 意 定义 一 个 内 积 ， 


假定 内 0,f=1,…smy 我 们 先 证 明定 能 技 到 wE 亚 使 工 (wy 
t=] 


v)#0. 4m=1 NEEM, W w= 即 可 ， 归 纳 假 定 对 
m—1 情形 成 立 ， 即 能 找到 4 使 (u,v,) #0, t=1,-+,m—1" 
BRA um 0 显然 能 找到 数 af alu, Un) All Vall’ 县 


ase Cort ai, s m1. arm au Vn lC, v.) m aus 
v4) —|v,]/:50, (w,v,)-a(u,v,) — (v4, v,) #0, t—1,--, 
m—1. KRENT AREE wEV HET] Qus) 0. 

BN XHER w CY AH (a .Quo “CG, 
1)w®---Qw,v9)=(w@-Qw,v,@ + Rn) = Too 22. 


于 是 由 v'=0 Re [[ (wv) =0, vwcr, 这 与 前 面 矛 盾 ， 
t2] 


故 必 有 某 v9. 
Ce) HiQDIBIEBIAI, iv =u ^0, RSHEXIBwC 
Vu 


Low,0)= I Goud. (1) 
DAE u= xit yi x, € (00, yE o t= Pi 
m. 那么 对 于 任意 的 x2€ 《v1)+, 就 有 Ile, v1)=0, TAHO) 
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o= Ff (zu = lan), veewor. 
t=] t=! 


现在 对 空间 (o,)+ 利用 结论 (d) BYE y=0, BRE 
uy =x, € GO, FREE d, £0 ME u= dio, .把 它 代入 (1) 式 又 得 


o- Coo) (JI coso) -a FE (wud). (2) 


Huo Rw 是 任意 的 ， 容 易 推出 ( ABBAR 
等 于 0, 而 这 个 就 成 为 (1) 式 中 只 有 m 一 1 个 因子 相 且 的 情形 、 
故 用 归纳 法 即 得 证 明 ，. 


( Div =( Save, )- (Xin: ) 
JE j=l 


= » li PTT 

TED nig (= 

= ow L 5 Toe 

aEG n,a Wa) és fm] “ee 
《第 三 章 定 理 4.3》 

= 5 qp PerALL ml ades. | 

TEG m,n ` 


对 于 完全 对 称 张 量 空间 广 ， 这 时 诱导 算 子 K(T) 写 为 
PO), SABE SX Pal A). 

P,, AA RAUS 2SDUT. KOMER, ALM: 

定理 3.2 Wt AC M,, ARIE AL A WA 


(a) 车 TEL(V,V) BIT]E=A, E 5 E: 同 于 定理 
3.1, a 
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e aR T a 

(EPT ) -Poor 全 全 
(b) PAM) = P(A)", Pa AM) = Pa AY" 

; » Py AB)=P,(A)Pa(B). 

(C) RDE W PAAD TT). 

(4) HARES AER, MPANA. 

Ce) Pu(.4) 的 特征 什 为 T[ ju，aEGow。 

- (D uU 3) TI dew 


[EG mig 171 


?. o = M xia) Per4Lala]. 


(g) detP,( A)= (det 4A UO. 
(h) 车 4 分 别 是 规范 的 ， 厄 米 特 的 , EH, TER 
EB, BH, WP. AARE.. | 

(本 节 定 理 可 参看 [12] 和 [26]) 


练 习 3 


1. EARMA W Cauchy-Binet 定理 : XH FBE 
M. ay B € Gas 


per(AB)[al 817. >) ta) perA[a| o] per BLol 8]. 
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í(————————————— aaa 


2. 证 明 积 和 式 的 Laplace 展开 式 定理 ， 对 于 4EHM。， 
aEQmn AY 


perd= 3, perAľal B]perAal D. 


3. CES. 的 于 群 ， 检查 定理 3. LEE ERE 
V.C) SRL. 


4. EHRE UO Qol CV) CH CS). 
(提示 ， 可 从 m=2 开始 考虑 ， 也 可 参看 [12，p.191]) 


附录 群 的 表示 和 特征 标 


RTL 论 在 物 理 、 化 学 和 其 它 数学 领域 都 有 许多 应 
用 .这 个 附录 只 列举 本 书 第 三 间 所 筑 要 的 一 些 结论 ， 主 要 是 
不 可 约 表示 各 不 可 约 特征 标的 正 交 理论 . 


Si E # B 


一 个 nxn 的 矩阵 ， 如 果 它 的 每 一 行 每 一 列 除了 一 个 元 
RE 1 外 其 余 元 素 者 是 0 ， 则 称 为 置换 和 矩阵， 显然 任 一 置换 
ETM (on), Hho 是 置换 群 S$, 的 某 个 置换 ， 反 
之 5S: 的 每 一 置换 也 对 应 着 这 样 一 个 置换 矩阵 . 故 o->(6; oir) 
是 个 一 一 对 应 的 ， 不 难 验 证 这 个 对 应 还 是 问 态 的 ， 因 为 车 令 
g(0)=(6i.00))， 则 


(gCo2ota)Yum > Co) ny ny 
` k=l 


n 
Qc 
= $8 oai = Ó os p onu» 
k=] 


Blplor)= e(ajp(n).XX Uk WIR BE S, Sn BERE 换算 阵 群 

BH. ; 

定理 1.1 (Cayley) Ef n 个 元 素 的 群 G 都 与 S。 的 某 

一 子 群 同 构 . | 
证 BH G={c oj， 对 于 CEG, LM 
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Q(o)=(6,;.00;) € M, 
容易 看 出 Q(c) 是 个 ? 阶 置换 矩阵 ， 而 且 OCo)—Q(GD 4A 
仅 当 =z， 因 此 我 们 只 需 证 明 Q ERIAS. Bà A 前面 是 
类 似 的 ， 即 有 


(AoA) u= FQ — 


a 
= 0, ocio a no; 5 oironoaj =Q(or);;. I 
aol 


由 此 定理 ， 我 们 以 后 常 认 为 有 限 群 CG 就 是 某 置 换 群 的 
TR. 

WFOES,, 如 果 存 在 不 大 于 nity k 个 正 整 Hiei iE 
得 


o(i,) =i, 
oli)=is WFAN EBR, 
WH o 为 长 度 & 的 循环 置换 ， 并 表示 为 o — Gen). 
两 个 循环 慎 换 (i…is)，(je…jm) 如 果 没有 共 间 的 正 整数 
则 称 为 不 相交 的 . 显然 不 相交 的 两 个 循环 置换 的 乘积 是 可 交 
换 的 . 


[er > t=1,-°,2—1, 


ASR BRINE UB ipo (i= aim) =" "= 
OT), £22, ,h. REKED k NEFER o 又 可 号 为 
i, o(i)--o*7(». ) 

另 一 方面 ， 对 于 任意 置换 OCS, MARK FT nh EE BY 
i, 必 存 在 正 整 数 角 使 0*(i) 二 i， 假 定 和 是 这 种 正 整 数 中 最 小 
的 ， 则 (i oQ)…o*"!( 引 )) 可 构成 一 个 循环 置换 ， 当 然 它 不 一 
定 等 于 o. B " 
i 


定理 1.2 S, 的 每 一 置换 c A AE AREA 
HRE. 

证 任 取 一 个 不 大 于 n WER VN i, 刚 存 在 最 小 的 正 整 
Ber io (i)=i> 车 r 二 n， 则 循环 置换 (i o (0-077 G0) 就 
fio. 不 然 的 话 就 有 不 大 于 n BE BM IEL, oG), ns 
OG)}, 于 是 又 存在 最 小 的 正 BR s f (7) 9j. 显然 所 
HERG o(7)…o (7)) 与 前 面 的 循环 置换 是 不 相交 的 , 继 
续 下 去 即 得 o=(i o():-0'7G)G 900-070)? Ck 
olk) ot™(k)). | 

容易 验证 一 个 置换 a 分 解 为 不 相交 的 循环 秋 换 的 乘积 是 
唯一 的 〈 不 算 因 子 次 序 ), 这 种 分 解 中 的 循环 置换 的 个 数 通常 
用 c(c) 表 示 (这 里 包括 长 度 为 1 的 循环 置换 ). 例 如 

e-(; 2 3458 ‘=a 253) (47) (6)= 
25173 6 4/ 
(1 2 5 3)(4 7), Mi ce(o)= 3， 


* 习 1 


ls 长 度 为 2 的 循环 置换 (i i,) 称 为 对 换 ,证 明 S。 中 的 

任 一 置换 可 表示 为 若干 个 对 换 的 乘积 . 
(提示 ， Cert) = i2)(i, ic ij) 

2. WAS. 由 对 换 (1 2). (2 3)，…，(n 一 1 ER, 
3. 把 下 列 循环 四 换 的 乘积 表示 为 不 相交 的 逢 环 寺 换 的 : 
RE. C 
(i) (a b) Ca iei, b deni) 
Cii) (a b) (a irvi, b ji f(a 6) 


"M8 


(iii) (a b) (a i,-7,) 

Gv) (a b) (a i,-i,) (a b) 

4. W#lo=(24)(1234)(3 4)(356)(5 6) 
€ S, 表示 为 不 相交 的 循环 置换 的 乘积 并 求 e(o). 


$2 群 的 表示 


设 太 是 2 维 复 向 量 空间 ， 我 们 用 CLVIRRMV AV 
的 所 有 可 道 线性 算 子 ，GL, 则 表示 所 有 +% 阶 可 逆 复 矩阵 ， 显 
然 GZL。( 矿 ) 与 GZ。 是 同 构 的 两 个 群 ， 通 常 称 之 为 一 般 线性 
群 . 

群 G 的 一 个 皇上 阶 算 子 表示 是 一 个 同 态 了 :G 一 GZ。( 三 )， 
BB TC) =T TC), MHA 0,0,€G. Be, 
Bete G 的 单位 元 7 是 GZ.(F) 的 单 fo, WT(e -I, 
KEAK T Ce) n MH AA T(e)=T(e?)=T(e)T(e). 也 
AT(o)=T(o)", o€G. l 

类 似 地 一 个 同 态 对 应 4 :G— GL, WHA E G B9 n 9r Ag 
BRA. BRA Al) =A AO), ACe)=],, 
A(o7!) 2 4(0)7. 

E 4 是 群 G 的 4 阶 矩 阵 表 示 ， 又 PEGL,, 4 B(o)- 
P^7ACo)P, W B 显然 也 是 群 G 的 n 阶 和 矩阵 表示 . 

假定 AB 是 群 G 的 两 个 n 阶 矩阵 表示 , BALE PE GL, 
f& B(o)- P^ A(o)P 3j —9) o € G (PRA A RERA 
相似 ), 则 称 群 G 的 矩阵 表示 A 和 B 是 等 价 的 . 

H E RV -ARF Æ, T:G-GLV) Æ EG 的 算 
TER, Q A(o)- IT(o)12, 显然 4(0)EGL, 且 A(0,0,) 
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e[T(o,o,)]£-[IT (o )TCo 21e =(T(o) JE ETCo 1E = 
4(ac)4(c:). 故 4 是 群 G 的 一 个 OBERE. BUR F 
V 的 另 一 组 有 序 3€, 4 B(o)=[LT(c)]f， 当 然 妃 也 是 群 
G 的 一 个 * 阶 和 矩阵 表示 ， 而 且 B(o)=(T(o)]F=LlE 
ETCOEET18 2 CL) 7 ACo) L112. BOR G OE 
示 由 不 同 基 诱 导 的 矩阵 表示 是 等 价 的 ， 因 而 也 可 以 说 群 G 的 
所 有 等 价 的 抢 阵 表示 是 由 同一 算 子 表示 诱导 出 的 . 

KM, RGM AT RRT :G+GLAV)4§ S: G> 
GLORA 84i], WRAL ELV ,W To? 
—L'S(c)L,o€G. BRA G £8 SE PEU TRA DE OR 
取 苇 使 它们 诱导 为 同一 个 矩阵 表示 . 

我 们 将 同时 讨论 群 的 这 两 种 表示 ， 以 便于 利 由 它们 各 自 
的 特点 。 另 一 方面 因为 由 一 种 表示 得 的 结论 很 容易 推 到 另 一 
种 玫 示 上 去 ， 故 我 们 以 后 又 常常 不 区 分 它们 而 简称 为 群 的 表 
IR. | 

下 面 是 群 表 示 的 一 些 简单 例子 ， 

(a) o 1 是 群 G 的 主 表 示 ( 1 阶 》. 

(b) o>e(0) 是 置换 群 S, 的 1 BAUR GG 表示 置换 
0 的 符号 ). 

(c) ol, ERG I n rd. 

(d) o> (Bien) EM, BRS. nm. 

(e) SOCORRE n TR C n Br SEE HE 
R, RHHCHEMRS. 

(f) S:A6 CE, CNTS AMR 置 换 的 形式 ， 
€,(23),C12),(12 3)5,(13 2),(1 3). 六 它们 顺序 

bc D. 
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rm) (a G (10) (1 Z2 


(5 1), (^ *). DMNA die E RNA S, 


1 0 1 1 
的 2 阶 表 示 . 
REG B n PERRIER A A AL, MUR ARE PEGL,, 
使 
A 
Pr-ACOP=(C Ao) " ve€G, (1) 


其 中 Alo), 4.(0)4 8I m BAL nm BIT PEEL 1m «n. 
如 果 存 在 书 能 同时 使 (1 ) 中 的 CCc)= 0.,vocG, WH A 
.为 完全 可 约 的 ， 如果 4 不 是 可 约 的 则 称 为 既 约 的 或 不 可 约 
i. mE 
BH GHB ANA, 有 形式 (1)， 则 A CoD, 
4:(c) 显 然 都 是 可 道 方 阵 ， 且 由 Alor) =A) A(x), 就 有 
( Aor) 0 小 -( A0 0 NA GG). 外) 
Clon) A ox) C(o) AC). C(a) Aa): 
-( A,(o)A,(x) - 0 人 小 
C(a)A.(a) +4,(0) C(x) Ao) 4, n) 
(2) 

故 Aon) =A,(o) Ae), Aor) 9 A Qo) Aa). 这 说 明 著 
A 可 约 ， 则 A 可 分 解 为 群 G 的 两 个 低 阶 答 阵 表示 A 53 

群 G 的 n 阶 算 子 表 示 了 7 称 为 可 约 的 ， 如 果 在 任 一 组 基 
下 它 的 诱导 皇 阵 表示 是 可 约 的 . | 

由 定义 知 群 G 的 任何 一 阶 表示 都 是 不 可 约 的 , 故 例 (a)。 
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(b) 都 是 不 可 约 的 ， 也 容易 看 出 ， 群 C 的 等 价 表 示 RAM: 
AMAA. 

下 面 是 算 子 表示 可 约 性 的 一 个 判断 准则 . 

定理 2.1 群 G 的 算 子 表示 TT:G 一 GL,(V) NTARE 
要 条 件 是 存在 玉 B3E-EJUT- SAW, HW 对 于 T(c) 是 不 
变 的 . (HI T(o)w CW, YwEW,o€G) 

证 ET WAR FEV BS Æ ES {ey Cms mns 
€,], 1<m<in, fii 
Ao) 0 ) 
Clo) Ao) 7’ 
Hp Ao) CMs Alo) E Mis, 显然 这 时 ense 
是 T(o) 的 非 平 凡 不 变 子 空间 . 反之 车 T(o) 有 非 平 凡 不 变 
FAW, WHR HÆF, PW HERR RS, 


[T(o)18=( vo€G, 


这 样 [T(o)]s 就 有 形式 ( 1 )， 因 而 了 是 可 约 的 ， l 
下面 是 一 个 不 太 明显 的 结论 ， 有 了 它 可 使 可 约 表示 有 更 
简单 的 形式 . | 


定理 2.2 (Maschke) HA BAR RG f n By EER 
示 ， 车 4 是 可 约 的 ， 则 4 是 完全 可 约 的 ， 
证 由 4 可 约 ， 故 可 假定 | 


| AGO (OT oy ), | vceG， 
其 中 A (0)€ Mu ALO) E Mame 
4 p=( on. ) m 人 y L ) 


其 中 QEM enn 待定 ， 于 是 
182 


4 In 9 VAC) I. 
P AG)P-( ^7 nn s Ao) X Q L. ) 


-( A, Co) 0 ) 
C(a)—QA,(o)4-A.(0)Q A,(o) 


(3) 
现在 由 ( 2 ) 得 
Clow) =C(o) Aa) +A,(o)C(x) 
注意 到 4,(rz) 是 可 逆 方 阵 ， 就 有 
C(o)=C(on) Aa) — Alo )C(a) Aa) 
=C(on)A,(ox)A\(o)-Ax(o)C( a) A(x) 
两 边 对 x 求 和 就 得 


(GICCo)=( E Clor) Cor)" ) AC) 440) 


(ECDAT BRS Qr S COA W 


C(o)—Q4A,.(0) +4,(0)Q=0, voEG, 
RAC 3 ) 式 即 得 4 是 完全 可 约 的 。. | 
定理 2.3 ARF GEN n REFER 4 等 价 于 若干 
个 不 可 约 矩 阵 表 示 的 直 和 ， 即 存在 PEGL,， 使 
4(c) 0 … 0 


0 Aklo) 0 


P^ Alo )P= » Vo€G. 


0 0 … AsCo). 
其 中 Ay d 都 是 群 G 的 不 可 约 表 示 . 
证 利用 定理 2.2 及 简单 的 归纳 法 即 可 ， \ l 


练 习 2 


1. WEE S, AY 3 BY HM olon) EM: 是 可 约 的 . 
(提示 ， 找 1 维 不 变 子 空间 ) 

2. EHA S. 的 2 阶 表示 是 不 可 约 的 . 

3. BET :CG 一 GZ。( 广 是 有 限 群 G 的 表示 ， 证 明 可 在 
V 上 定义 一 个 内 积 (，)， 使 (cc) 都 是 西 的 ， 即 对 于 任意 
vuCV,ocCcG, ACT(o)v,T(o)u) =Cu5n). 


(ER: FeV LEXAR [,] ， 则 所 需 内 RY 


Gr) "per ET GO Tu. ) 


4. 证 明 有 限 群 G BERI n WEEK aN 8B SOT ED 
BER. 


§ FT RR 


上 一 节 我 们 对 群 的 表示 进行 了 分 闫 “特别 是 知道 有 限 群 
TEE n 阶 表 示 等 伦 于 车 干 个 不 可 约 赛 示 的 志和 ， 现 在 我 们 
来 研究 不 可 约 表示 的 一 些 深刻 性 质 。 先 从 著名 的 Schur 引 理 
开始 ， 

定理 3 . 1 (Scher — ET: G>GL, (Y), S :G-> 
GLa WERE G 的 两 个 不 可 约 表 示 , 若 存在 非 零 的 EL(F， 
W) (8 LT(o)- S(c)L WHA 0€ G ER XE, dn 
uu, ATT SS. | 7 
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证 回忆 ImL={LvlvEV}cCW, kerL-(v€V|Lv 
‘= O}CV R dim(ImL)+dim(kerL) = dim’. HLA 0 
ImZL#{0}, kerLzV. 对 于 任意 0EV, 由 S(o)Lv= 
LT(o)v€ I mL Ia 是 SCc) 的 不 变 子 空间 ， 但 9 是 不 可 维 
的 ， 由 定理 2.1 知 lmL BW EPA, SEImL-W.3& 
似 地 ker 工 是 了 (c) 的 不 变 子 空间 ， 由 人 不 可 约 又 得 ker 工 = 
{0}. 合 起 来 即 得 dim(ImZ)= dim 术 = dimz， 故 过 是 可 道 
的 ， 因 而 了 与 S 是 等 价 的 . I 

HRMAT Hm SBRRRDKRBA 9 Ep 
和 矩阵 表示 的 形式 ， 

定理 3.2 A, BRIER Gn KA m Br A TAG 
BRR, BARES EM CM,» BM A(0)— B(0)M 
对 所 有 o EG 都 成 立 ， 则 M ANWAR, 因而 4 与 B 是 等 
价 的 . I 

这 定理 对 于 A=B MAEM S IT 8e. 

定理 3.3 设 A4:G 一 GL, 是 不 可 约 表 示 ，M J& n 阶 方 
: 阵 ， 若 M4(c)=4(o)M 对 所 有 OCG 都 成 立 ， 则 M = cz 

证 取 放 的 年 一 特征 值 c， 则 MM-el; 是 不 可 着 的 . 但 显 
RACM —cl,)A(o)=ACo)(M—cel,)s 时 上 定理 即 得 
M—clI,=0. | 

由 上 面 两 个 定理 可 推 得 群 表 示 的 有 重要 启用 的 性 质 ， 这 
就 是 有 限 群 的 矩阵 表示 的 元 素 存在 许多 "IER. - 

站 定理 3.4 假定 4 是 有 限 群 G Bü n MERHER, 
FB A(o)=(Cailo)ECM., BA 
Salo ato S Au. (1y 


EC 


155. 


WR BRRENFT AK m BR OA Be ENS Blo)= 
(b,(0)) € M,, M) 


ono )bulo)=0 (2) 
证 对 任意 的 MEM, 令 
o(M)= 之 4(o- MB(o)， 
则 对 任意 的 xEG， 有 
A(x)e(M)— 2 A(zo^*)MB(o) 


= S AG7)M Ba) g(M)BG). 


FRA 4 不 等 价 于 B 则 由 定理 3.2 得 pg(M)= 03 FA=B 
则 由 定理 3.3 知 g(M)=cwl,. 

现在 我 们 取 放 =,,， 这 是 Mim 中 (s,t) 位 置 元 素 是 1 
其 余 元 素 是 0 的 矩阵 .计算 g(E,1) 的 (i, 门 位 置 元 素 就 有 


DEn) = DAEB) 


=) D SAO) io Eee Blo); 


c€G P=1 «1 


=>) 5 Sa, plo” 28:93 boi(0) 


CEG px] Is) 


aloo). (3) 


1 CEG 
HE 4 不 等 价 于 B, 由 gp(E,:)= 0 ， 即 得 ( 2 ). FA=B, 
B eCE')— cala (ca 为 待定 的 数 ) 得 MEW) w= C400, 于 
是 ( 3 ) 式 化 为 
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C0 = Mano auo). (4) 
: 2€G 
EC 4) j=i 并 对 i 求 和 就 得 
non= D| Sao Jano) )= SACO) ACO) Ja 
=X J.- 1G] ôs. 


Bien Ela, RACORE). | 


下 面 是 定理 3.4 的 一 个 重要 推广 . 
定理 3.5 [fugACO)—(au(0)), Blo) =(bi(o)) aa 
是 有 限 群 G H n Br Al m BAA, ME a CO 
Dja.(o7 bu Con) -| n aj(2)0,, WRA=B 
"600. s [ o, 如 果 4 不 等 价 于 B. 
证 在 (1 ) 的 两 边 乘 以 on CERE j 求 和 就 有 


Duelo) S ulo Janta) -I8a, Sevan), 


REED) a,(o7 Jalor) lg 2 aila). 


类 似 地 在 ( 2 YS bz) 然后 对 j 求 和 即 得 定理 
的 第 二 部 分 . l 

有 限 群 C 的 矩阵 表示 的 每 一 个 元 素 可 看 作 是 G 上 的 一 

! 个 函数 ， 也 可 看 作 是 一 个 1G| 维 向 量 ， 下 而 定理 叙述 的 性 质 
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也 是 上 3 下 示 的 不 可 约 性 密切 联系 的 
定理 3.6 设 4(e)=(ay(c)) 是 有 限 群 C 的 " 阶 不 可 约 
KER RA, JU n* 个 函数 au :G->G 是 线性 无 关 的 . 
证 假定 有 eC 使 得 


CIE 对 所 有 EG. 
BAP DAL oj o7 9E cR, URGERE 3.3 训 和 
0 一 E €, Žiaro aulo) 


1,j2] . 
G G 
= > ondora et = 4l, | 


tjel 


* 3 3 


1. 证 明 可 换 群 〈 阿 贝尔 群 ) 的 不 可 约 表示 都 是 1 阶 
Ww. 

2. E AATEC REE, E r< 
IG]. 

X BE A Co) ol Co) AC) GC) 是 有 
限 群 G 的 7 NBT ms es n HOST AR AU IU TA RE 
AR, WEB > n4 3, GC A.B n< 

tal i ` te] i 
Ici. l 


$4 群 的 特征 标 
这 一 节 我 们 要 引入 群 表示 论 的 另 一 重要 概念 ， 群 涯 示 的 
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特征 标 或 称 群 的 特征 标 . 

设 4 是 群 G 的 表示 (E TRAH ER) 令 X(o)= 
tr(A(0)), CEG, HI x :G— C KAR G 的 由 表示 .4 提供 的 
特征 标 ， 若 4 是 不 可 约 的 ， 则 % 称 为 不 可 约 特征 标 。 

因为 算 子 或 矩阵 经 过 相似 变换 后 迹 不 变 ， 所 以 群 G 的 等 
价 表示 有 相同 的 特征 标 . 这 表明 套 表 示 的 特征 标 不 依赖 于 基 
的 选择 . 另 一 方面 我 们 知道 不 相似 的 算 子 或 矩阵 可 以 有 相同 
的 迹 ， 那 么 不 等 价 的 表示 会 不 会 有 相同 的 特征 标 呢 ?我 们 马 
上 就 会 看 到 特征 标 相 同 的 表示 一 定 是 等 价 的 ， 而且 只 从 特征 
标 就 能 判断 所 对 应 的 表示 是 否 不 可 约 ， 这 就 使 得 群 的 特征 标 
在 群 表示 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 

”车 4 是 n 阶 表示 ， 则 多 称 为 n 阶 特征 标 ， P PCS 
trCACe))=tr(1,)=n， 故 Xe) 是 特征 标 % 的 阶 . 

任何 群 都 有 主 表 示 o 一 1， 因 面世 有 主 特 征 标 ， 就 是 
=i. 

也 有 - 
X(z^oa)-tr(A(x702)) 2 tr(A(x)^ A(0) A(x)) 
| =tr(A(o))=X(c). 

HERRER ERRERA. BIR G 的 包含 o 的 
LEX AMTRAA, E 
[o] (a^'oxizCG). 


现在 我 们 先 从 群 的 不 可 约 矩 阵 表示 的 “ 正 交 关系 ”来 扒 
出 不 可 约 特征 标的 相应 关系 . 
， 定理 4.1 (第 一 类 正 交 关系 ) 假定 Xu 是 有 限 群 G 的 不 
可 约 特征 标 ， 则 


E 
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| 1 NL 1, nx = i 
Ter Èu =f), mmis, 9 


证 BX Alu NTE A B A AR GE 
的 ， 那 么 ( 1 ) 的 左边 就 等 于 | 


TS Xjeatbata7). (2): 
因为 车 4 不 等 价 于 B, sims. 4 即 得 ( 2250980, TX eu 
自然 有 4 不 等 价 于 B. AMTET "a 2 e)(u07) 20, 4X =p 
时 ， 这 时 í 可 看 作 是 由 同一 aman RARE 
的 ， 再 用 定理 3.4 就 得 ( 2 3 式 等 于 [上 Dy Ioann. 1 


——— 
同 的 特征 标 . 

下 面 是 定理 4.1 的 一 个 有 用 推广 . . 

定理 4.2 VE X. n 是 有 限 群 GG 的 不 可 约 特征 标 ， 则 对 任 - 


意 XEG 有 
1 kr) mug 
TET 5 4007) won) =) He) i 
vee 0 , REX n. 


证 ”类 似 于 定理 4.1 的 证 明 ， 应 用 定理 3.5 即 得 . 1 
定理 4.3 WX 是 有 限 群 C 的 特征 标 ， 则 
X(o-0D= Xlo), WEA o€G. 

证 ”由 练习 2.4, X Co) UB FERE TER PA Co) je Bg, 

于 是 4(07)— 4(0)7 — A(0)*. BC : 
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X(o7)-tr(A(07)) -trCA(0)*) —trCAQ) —XCo) | 

这 里 要 注意 ， 当 X 是 1 WURHERSEPRXCO )-X(0)^, 
34 X ARTE 1 阶 特征 标 时 ， 这 等 式 一 般 不 成 立 . 

为 了 进一步 研究 有 限 群 的 特征 标 ， 我 们 引进 类 函数 空间 
及 其 内 积 . 

假定 [c],[ 作 分 别 是 C PAS oM oK, 18 
XE UR IUE IRURE Le1- [01x 36 Lo] 5 L0] 没有 公共 元 素 ， 
WARE G AHA EU TH SE BU EER. 

使 用 通常 的 加 法 和 数 乘 ， 所 有 函数 f :G CHEM 71 68] 
BSW, BRdinW=|G|. MRM f EN PRM 
取 值 相同 则 称 为 类 函数 . 由 前 面 知 道 群 的 特征 标 就 是 一 种 类 
AR. 所 有 类 函数 构成 向 量 空间 球 的 子 空间 称 为 类 函 数 空 
i, BREW ARM CH te PR Tw. 

SUE SUZEW Wig R-TAR, HWT JEW, 8 Eu 
证 

(^ae TET EMT 


”是 一 个 内 积 ， 有 时 写 为 1,9)e， 自然 它 也 是 类 函数 空间 上 的 
内 积 . 

按 此 定义 对 照 定理 4.1 和 定理 4.3 知 有 限 群 G 的 所 有 不 
等 价 的 不 可 约 表示 的 特征 标 是 规格 化 正 交 的 ， 因 而 是 线性 无 
关 的 . 这 表明 有 限 群 G 的 不 相同 的 不 可 约 特征 标的 个 数 是 有 
Biss RA 它 不 能 超过 群 CHRR, 稍 后 证 明 这 两 数 
相等 ) .车 记 有 限 群 G 的 全 部 不 可 约 特征 标 为 

I(G)- {Xi Xs > 

NEB 4.1 可 写 为 ; 
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(Xi X= Âs i, 一 1 (3) 
现在 我 们 来 证 明 这 节 开 头 提出 的 结论 ， 
定理 4.4 假定 4,B 是 有 限 群 G BENER, i} ASB 
等 价 的 充 要 条 件 是 其 特征 标 相 等 ， 妈 X= 
证 只 需 证 明 充 分 性 . RIBEN ARAR, Bd 
2.3，A,B 分 别 等 价 于 不 可 约 表 示 的 直 和 ， 帮 可 写 为 


Alo) 0 … -0 
Aa= PTT 
0 0 - Ao) 
Bia) 0 … 0 
Bo D TC 
0 0 . B o) 
ud ME Ai, B 1» °°? s B, "m, 所 有 两 两 不 等 价 的 记 为 
D,,…,D:. HD; 的 特征 标 为 Xi, XX Arye Ar PA ri 


ane, 而 Biss Bn 中 有 si 个 等 价 于 DD,， i—1,- 
t. THA 


xo) t( 3A =r tr(D,(o)) 
Meno. | (2. 

类 似 地 有 Xs(0) = D)s.%.(0). a, oe 

recs). 
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I Xx 是 线性 无 关 的 ， 故 有 ZLEPTL. 1,…,t. X 
DEN A 与 妃 的 直 和 分 解 中 的 不 可 约 块 个 数 是 相等 的 且 可 
排 成 对 应 等 价 ， 因 而 4 与 已 是 等 俐 的 . j 
从 这 定理 的 证 明 过 程 (C4) 式 ) 立即 可 以 得 到 一 般 特 征 
标的 一 个 构造 性 结论 . 
定理 4.5 VOX. 是 有 限 群 G 的 全 部 不 可 约 特征 
标 ， 则 XX:G>CG RR G 的 一 个 特征 标的 充 要 条 件 是 存在 非 


M HE Bem yore ms 使 X= Dm. I 
feat . 


下 面 的 定理 说 明 仅 由 特征 标 就 能 判 断 所 对 应 的 表示 是 否 
不 可 约 . 
定理 4.6 ARE G 的 特征 标 % 为 不 可 约 的 充 要 条 件 是 
(4,X)2 1. 
证 设 % 是 由 表示 4 提供 的 ， 由 上 定理 有 
X= Dmx, 


Us] 


-又 由 不 可 约 特征 标 是 规格 化 正 交 的 总 得 
` «, D= $ Kis $ mt = Smt è 


TARR 4 为 不 可 的 的 充 要 条 件 是 4 只 能 直 和 分 解 为 1 
He ADE m, 是 1 其余 是 0 ， 故 特征 标 % 为 不 可 约 的 充 要 
条 件 是 (X,X)=1. mE | 
ARE G 有 有 一 种 重要 的 矩阵 表示 ， 它 包含 了 群 G 的 全 部 
不 可 约 表示 〔 在 等 价 意义 下 ), 因 而 也 包含 了 全 部 的 不 可 约 特 
征 标 ， 这 就 是 正则 表示 O, CERME EML HS 绍 过 
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EE 


Ty. 现在 我 们 来 研究 它 的 特征 标 构 造 ， 

n 元 群 C 的 元 素 记 为 G={o,,…,0,}， 其 正则 表示 Q :G 
GL, 定义 为 QM) i 二 6o4,.oo;， 我 们 已 经 证 明 过 只 是 个 同 
DAMER G H n HER, W Q 提供 的 特征 标 为 Ye， 就 有 


i |G](=n),4o=e 
Xlo) = S1 Qo) =X bonov, “oI 0 m + : 
t=] 1=1 ”920 天 6 
=o (5) 


又 由 定理 4.9, Xo 可 分 解 为 ka= Som Mig FER us La H 
群 的 全 部 不 可 约 特征 标 ， 于 是 用 ( 3 ) 和 (5 ) 就 得 
=(Xo,Xi) = 18 2 Xo(o)X (o) =%,(e). 
GE ea NE A AHER . 
ka= DALOK, . (8) 
这 就 是 说 和 G 的 每 个 不 可 约 特 征 标 X, 都 在 正则 表示 的 
特征 标 中 出 现 ， 而 其 出 现 的 次 数 〔 称 为 重复 度 ) 恰好 等 于 
XX 的 阶 数 ， 由 此 我 们 又 得 到 群 的 哈 和 不 可 约 特征 标 的 阶 的 
如 下 重要 关系 ， 
定理 4.7 BIG)=(4.. AS BAR AGH & BA 
可 约 特征 标 ， 则 ME 


IGIS 319 M Xey. 


X &I(G) - 
证 利用 (5 ) 和 (6 ) 即 得 |G|=Xo(e)= dx). | 
. t=] 


最 后 我 们 来 讨论 特征 标的 第 二 类 正 交 关系 ， 为 此 我 们 先 
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| 证 明 如 下 定理 

X340, ATE C HARR TARE 标 个 数 等 于 群 G | 
MUJERES. 

证 EDU GUI IIO AER TOURS, LAR 
可 约 特 征 标 都 是 类 函数 而 且 线性 无 关 ， 故 我 们 只 需 证 明 任 一 
.类 函数 可 用 不 可 约 特征 标 线性 表示 即 可 . 

W I(G) = 06,24) EU X 的 不 可 约 表示 为 Alo) 


二 (al(0)), dà XC) mm, BLERHBUR IG] Dial. LE 
os ‘=a 


习 3.3 知 1G| 个 函数 o 是 线性 无 关 的 ， 但 从 GG 到 C 的 函数 
AMY SW AEB IG |, Masi; j=l, not-1,-, 
k} SW iy AE. 

现 假定 /是 任意 一 个 类 函数 ， 则 可 用 al, 线性 表示 , 即 


k un 


f(o)=>> >» cjai(o ), vo CG. 


由 类 函数 性 质 就 有 M 
fo)=fa-ox) =F) faron) 


- 


= | | 之 | 3 ciat ( x7! om) 
"eG =] :,j=1 . 
i 1 k un "i ` CUM . 
ag oD atala ah oot Ge 
EG 1=1 17=1 p.9=1 


-Vv 3 eiai TG] P 
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DAMM. 


= . etat (s dudes ) ， 


h 
1 
=>, 2 ui 
t 


ARENT f= Xn. | 


定理 4.9 (第 二 类 正 交 关 系 ) 设 [o] 为 有 限 群 G 包含 0 

EID ME mi 
— 1 dno Da] 

, lel eu, X00 “10 AR Lo] La , 

- | | (7) 
HE 设 KG)={X…;Xwj， 上 定理 已 证 明 群 G M Je 
类 个 数 也 是 b. MER O0, € G RENATE RRI 
2%. 

AU = (uy) € Mi, 其 中 


n (labo, 
利用 不 可 约 特征 标 是 规格 化 正 交 的 类 函数 就 有 . 
(UU*)u7 uito m T 28x ecl 


=] » XiCo)Xi(o) =i: 
XCEBIUU*- I, 因而 UsU Hl, FÈ 
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T ——e€———MÁ———QÓ e or a 


. . 
ô= (U*U)4— Dott 


aed fed" atata). C8) 


WAC 8 ) 式 是 (7 ) 式 的 另 一 种 写法 ， l 
该 定理 的 一 个 特殊 而 有 用 的 情形 是 在 (7 rac o=e, 
注意 到 包含 enc USA mi 


定理 4.10 GERR, W 
1 ,如 果 a=e 


Tet PRO 0 ,如 果 c 头 e。 
《本 附录 可 参看 [14],[26] 或 [ 4 1) 


练 J 4 


1 BX, u 是 有 限 群 G 的 任意 特征 标 ， 证 明 

(i) XCon)=X(a0), YornEG 

(Gi) IxCo) «x(e, vocc 

(iii) (Xu) 是 非 负 整数 . 

2. 设 X 是 有 限 群 G 的 不 可 约 特征 标 ， 证 明 
. IGI, Axel 

CO ERO, RRA. 


Gi) Nixcr-tel. 


3. 证 明 >， IG» =e ， 2 


xE1(G) 


167, 


ps +n et RE oa enn 


4. EWM X= 140 X—e BRS. LAN Pi 1 Br EE 
b. 

5. RH S, 的 全 部 不 可 约 特征 标 . 

6. Wt ACHBUEGIABEEXOS, WBICCo) m 4Co7*)" 
及 D(o)=A(Co) 都 是 群 G 的 表示 且 C D Sit, XECo)— 


ACo)* EE G 的 表示 吗 ? 
7. 设 X 是 有 限 群 G 的 特征 标 , 证 明 元 也 是 .( 这 里 


Xo)=XCo)) 并 且 X 与 ?具有 相同 的 可 约 性 。. 
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